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Capitulo 1

Teoria dos Erros

1.1 Introducao

Dado um problema, para se chegar a um resultado numérico é necessario percorrer uma
sequéncia pré-estabelecida de passos isolados. Em cada um destes passos pode existir uma
parcela de erro que se acumula ao montante final do processo. Estes erros surgem, basica-
mente, em duas fases: Na fase da modelagem (aqueles inerentes a formulagdo matematica
do problema relacionados a aproximagao da situacao fisica e a erros nos dados) e na fase
da resolucdo (aqueles que aparecem no processo de solu¢ao numérica). Os erros na fase da
resolugao sao comumente os erros de truncamento e de arredondamento.

Na fase da modelagem, sao necessarias varias simplificacoes do mundo fisico para que se
tenha um modelo matematico com o qual se possa trabalhar.

Considere por exemplo, o problema de determinar a altura de um edificio e que para isso
disponha apenas de uma bolinha de metal e um cronometro. Para tal problema, usa-se a
equagao do movimento de um corpo sujeito a uma aceleragao constante:

S = sy + vot + lat2,
2
onde s é a distancia final, sy é a distancia inicial, vy é a velocidade inicial, a é a aceleracao
et é o tempo.

Para solucionar esse problema, uma pessoa sobe ao topo do edificio, solta a bolinha do
ponto mais alto do edificio e mede o tempo que a bolinha gasta para tocar o solo. Supondo
que esse tempo seja de 3 segundos, considera-se que a altura inicial é sy = 0 m, a velocidade
inicial é vg = 0 m/s, a aceleragao é a = 10 m/s?. Dai, tem-se que a altura do prédio é

1
s=0+03+ §(10)(3)2 = 44,1 m.

Este resultado é confidvel? Provavelmente nao, pois no modelo matematico nao foram con-
sideradas outras forcas, como a resisténcia do ar, a velocidade do vento, etc. H4 um outro
fator que tem muita influéncia: a precisao da leitura do cronémetro, pois para uma pequena



variagao no tempo medido existe uma grande variacao na altura do edificio. Por exemplo,
se considerarmos que o tempo de queda é de t = 3,5 s, teremos uma altura s = 60 m. Ou
seja, uma variacao de 36%.

Na fase da resolucao, os erros de truncamento surgem, em geral, pela substituicao de um
processo infinito (somas ou integrais) ou infinitesimal (diferenciagao) por outro finito. J4& os
erros de arredondamento surgem do fato que as operagoes aritméticas quase nunca podem ser
efetuadas com precisao completa, pois a maioria dos nimeros tém representacoes decimais
infinitas que devem ser arredondadas. Mesmo se os dados de um problema podem ser
expressos exatamente por representacoes decimais finitas, a divisao pode introduzir niimeros
que devem ser arredondados e a multiplicagao pode produzir mais digitos do que podem ser
mantidos.

1.2 Algarismos Significativos

A medida de uma grandeza fisica é sempre aproximada, por mais experiente que seja o
operador e por mais preciso que seja o aparelho utilizado. Esta limitacao reflete-se no
nimero de algarismos que se pode utilizar para representar uma medida. O procedimento
padrao é a utilizacao de algarismos que se tem certeza de estarem corretos, admitindo-se
geralmente o uso de apenas um algarismo duvidoso. Esses algarismos sao denominados de
algarismos significativos e a sua quantidade estara diretamente relacionada a precisao da
medida.

O erro estimado de uma medida deve conter somente o seu algarismo mais significativo.
Os algarismos menos significativos devem ser simplesmente desprezados ou no maximo uti-
lizados para efetuar arredondamentos. Por exemplo, suponha que se faca um célculo da
média x e do erro € de medidas de um comprimento de uma peca com a escala dada e que o
resultado encontrado foi x = 9, 5423 cm e € = 0,432 cm. Como o erro da medida encontra-se
nos décimos de centimetros, nao tem sentido apresenta-lo com algarismos que se referem aos
centésimos e milésimos de centimetros. Nesse caso, a maneira correta de apresentar o erro
seria simplesmente ¢ = 0,4 ¢m. No caso da média, o algarismo 9 é exato, no entanto, o
algarismo 5 é duvidoso pois este é afetado pelo erro e, consequentemente, os algarismos 4,
2 e 3 também sao duvidosos. Esses algarismos, resultante de um céalculo, podem ser utiliza-
dos para fazer o devido arredondamento. Com esse procedimento, a forma recomendada de
apresentar a medida referida, é 9,5+ 0,4 cm.

Durante um processo de medida experimental, é importante ficar atento as seguintes
regras associadas aos algarismos significativos:

1. Zeros a esquerda do primeiro algarismo significativo diferente de zero nao sao algaris-
mos significativos.
Por exemplo, tanto 25,3 ¢m como 0,253 m possuem a mesma medida e 3 algaris-
mos significativos. Similarmente, pode-se dizer que 3 = 0,3 x 10 = 0,03 x 10? todos



posstem 1 algarismo significativo, 25 = 2,5 x 10 = 0,25 x 10? todos tem 2 algaris-
mos significativos, e 0,000531 = 0,531 x 1072 = 5,31 x 10~* todos tem 3 algarismos
significativos.

2. Zeros a direita de um algarismo significativo sao também significativos.
Por exemplo, 25,3 cm e 25,30 cm sao medidas diferentes. A primeira tem 3 algarismos
significativos e a segunda, de maior precisao, tem 4 algarismos significativos.

3. Zero situado entre algarismos significativos é também significativo.
Por exemplo, 25,3 c¢m tem 3 algarismos significativos e 2,053 m tem 4 algarismos
significativos.

4. Numero sem virgula possui o ultimo algarismo a direita, diferente de zero, como o me-
nos significativo.
Por exemplo, 240 m tem o algarismo 4 como o menos significativo; 20000 ¢m tem o
algarismo 2 como o menos significativo;35 m tem o algarismo 5 como o menos signifi-
cativo.

5. Numero com virgula possui o ultimo algarismo a direita, inclusive zero, como o menos
significativo.
Por exemplo, 24,230 m tem o algarismo 0 como o menos significativo; 24,231 m tem
o algarismo 1 como o menos significativo.

6. O primeiro algarismo menos significativo ou duvidoso € o primeiro algarismo apos a
unidade utilizada

1.3 Erros de Arredondamento

Para que uma medida seja apresentada com um nimero de algarismos significativos apro-
priado, muitas vezes é necessario se fazer um arredondamento do resultado. Os tipos de
arredondamento mais utilizados sao os chamados arredondamento por corte e arredon-
damento para o niimero mais proximo.

No arredondamento por corte as casas em excesso sao simplesmente abandonadas. Por
exemplo, para escrever o nimero 0, 23487 com trés casas decimais, os dois ultimos algarismos
sao desprezados e escreve-se 0, 234.

No arredondamento para o niimero mais proximo, trabalha-se com n algarismos signi-
ficativos analisando o algarismo de ordem n + 1 e arredondando o algarismo de ordem n.
Esse arredondamento pode ser feito de diversas maneiras, porém ha uma norma nacional
(ABNT NBR 5891:1977) e uma internacional (ISO 31-0:1992). O arredondamento, de
acordo com essas normas, segue as seguintes regras:



1. O ultimo algarismo de um nimero deve sempre ser mantido caso o algarismo descar-
tado seja inferior a cinco. Por exemplo, arredondamos o nimero 135, 1024 escrevendo
135, 102.

2. O dltimo algarismo de um nimero deve sempre ser acrescido de uma unidade caso
o algarismo descartado seja superior a cinco. Por exemplo, arredondamos o nimero
135, 1026 escrevendo 135, 103.

3. No caso do algarismo descartado ser igual a cinco, se apds o cinco descartado existirem
quaisquer outros algarismos diferentes de zero, o tltimo algarismo retido sera acrescido
de uma unidade. Por exemplo, arredondamos o niimero 135, 0503 escrevendo 135, 1.

4. No caso do algarismo descartado ser igual a cinco, se apds o cinco descartado sé exis-
tirem zeros ou nao existir outro algarismo, o ultimo algarismo retido serd acrescido
de uma unidade somente se for impar. Por exemplo, arredondamos 4, 2500 ou 4,25
escrevendo 4,2. Arredondamos 4, 3500 ou 4, 35 escrevendo 4, 4.

Os dois tipos de arredondamento podem dar o mesmo ntmero ou numeros diferentes,
apos o arredondamento. Por exemplo, se desejarmos escrever o nimero = = 0,33333...
com 4 algarismos significativos, teremos x = 0, 3333 tanto pelo arredondamento por corte,
como pelo arredondamento para o numero mais proximo. No entanto, se x = 0, 77777... o
arredondamento por corte nos darda x = 0,7777 e o arredondamento para o nimero mais
préximo nos dard x = 0, 7778, que sao diferentes.

A diferenca entre o valor arredondado Z e o valor exato de um nimero x pode ser medida
pelo erro absoluto ou pelo relativo. O erro absoluto, indicado por E 4, é dado por

EA = |Zf' — {L‘|
e o erro relativo, indicado por Eg, é

_\i—x\ |z — x|

Er =

ou Er =

9

7] |z
Por exemplo, usando arredondamento para o ntimero mais proximo para escrever r =
0, 38945376 com 6 algarismos significativos, teremos z = 0,389454. Neste caso, teremos

0S erTos
~0,00000024

— T _6.1625 x 1077,
0.38045376 07 1625 10

E4 =0,389454 — 0,38945376| = 0,00000024 e FEg

1.4 Erros de Truncamento

Os erros de truncamento ou de discretizagao surgem, em geral, pela substituicao de um
processo infinito (somas ou integrais) ou infinitesimal (diferenciagdo) por outro finito ou
quando se substitui um processo continuo por um discreto.

Intimeros exemplos de erros de truncamento surgem quando usamos as aproximacgoes de
Taylor. Essas aproximacoes sao baseadas no seguinte teorema:



Teorema 1.4.1 (Aproximacdo de Taylor) Seja f uma fungdo com derivadas continuas
até ordem n num intervalo I que contém xq e cuja derivada de ordem n—+ 1 existe em I. Se
x € um numero diferente de xo em I, entao existe um niumero ¢ entre xog e x tal que

f(z) = Pu(z) + Ry(2),
onde

— f* (o k (e n+1
P,(x) = Z / <! >(3: — x0) e R, (x) = m(x_xo) ‘

k (n+1)!

O termo P,(z) é dito o polinémio de Taylor de f em zg e R,(x) é denominado Resto de
Taylor. Se zp = 0, P,(z) é dito o polinomio de Maclaurin de f e R,(z) é denominado Resto
de Maclaurin.

O grande interesse pratico deste resultado é que, mediante certas condi¢oes, uma funcao
pode ser escrita como a soma de um polinomio com um resto. Escolhendo valores de x e xq

tais que

255, Fnl2) =0,
podemos escrever

f(z) = P,(x).

Logo, a partir de um valor de n suficientemente grande, a funcao dada pode ser aproximada
pelo seu polinémio de Taylor. Assim, qualquer operagao a efetuar sobre a fungao (derivagao,
integragao, etc.) poderd ser feita sobre o polinémio.

Nessa aproximacao cometemos um erro de truncamento que satisfaz

Erro < |R,(x)|.

Polinomios de Taylor podem ser usados para aproximar valores de funcoes tais como,

T

In(x), e*, sen(z) e cos(x). Por exemplo, a fun¢ao sen (z) é dada por

sen () = nz:;(—l)”m.

Para obter o valor de sen (z) por esta série é preciso efetuar o calculo de vérias parcelas e
depois parar, ou seja, truncar a série, cometendo entao um erro causado pelo abandono das
parcelas que nao foram somadas. Substituindo sen (x) pelo polindmio

x> b

P(z)=x— a1 + i
é possivel calcular o valor numérico de P(z) e uséd-lo como aproximagao de sen (z). O erro

de truncamento neste caso é definido por
E = sen (x) — P(x)

e este erro deve tender a zero a medida que n cresce indefinidamente.
Outros erros de truncamento surgem quando usamos as seguintes aproximagoes

f(z) =~ flo+ h}z — f@) ou e~ (1 + %)N




1.5 Fontes de erros

Para a resolugao de modelos matematicos, é necessario o uso de instrumentos de célculo
que realizam aproximacoes, uma vez que limitam a quantidade de algarismos nos resultados,
implicando em erros que devem ser conhecidos, a fim de se ter precisao. Por exemplo,
Nos computadores e calculadoras, os dados de entrada sao expressos na base dez e neles
convertidos para a base bindria com a qual se efetuam os calculos. Estes sao novamente
convertidos para a base dez para transmissao ao usuario. Essas conversoes sao outras fontes
de erros.

Existem alguns procedimentos inexatos que podem levar a situacoes de erro, como a
soma de grandezas bastante desproporcionais e a subtragao de grandezas muito préximas
em condigbes de precisdo limitada (precisdo definida n). Por exemplo, considere os nimeros
x = 3,91543782 e y = 3,91542534. Arredondando para seis casas decimais, teremos T =
3,915438 e y = 3,915425. A diferenca entre os nimeros x e y e a diferenca entre os niimeros
arredondados Z e ¥ sao

dyy = —y = 0,00001248 e dyy

z —y = 0,000013.
O erro absoluto que se comete na diferenca entre os nimeros arredondados é
E4 = |dyy — dzg| = 0,5200 x 107°

e o erro relativo é
|dwy — di@| _

|d ’ 4,16666... X 1072 ~ 0,0417 ou 4,17%.
Ty

Er =

Quando se obtém um resultado de uma expressao aritmética avaliada em uma maquina

e se conhece o seu valor exato, é facil calcular o erro relativo ou o absoluto. Por exemplo, o
valor exato da soma 111

_ — —_ — A :]_
S 3+3+3 é S ,

mas calculando essa soma com cinco digitos de precisao, teremos
S =0,33333 + 0,33333 + 0, 33333 = 0,99999.

Neste caso, verifica-se que o erro de arredondamento, se calculado por qualquer uma das
duas maneiras indicadas acima, ¢ igual a 1 —0,99999 = 0, 00001.

Na pratica, quando se obtém um resultado de uma expressao aritmética avaliada em uma
maquina e nao se conhece o seu valor exato, torna-se complicado calcular o erro relativo
ou o absoluto. Por isto, trabalha-se com os digitos significativos exatos (DIGSE) de um
determinado ntmero.

Dado um numero z aproximado de um valor exato x, diz-se que esta aproximacao tem
pelo menos n digitos significativos exatos se

1
Epl < ——.
| R’—zan

10



Uma outra maneira de calcular o DIGSE de uma aproximacao é usando a formula

DIGSE(z,7) = —[0,3+log ( + |"’“"|_|$| )|
x
onde p é a unidade de arredondamento da maquina. Se o arredondamento for para o niimero

mais proximo, p = m, (n é o numero de algarismos da mantissa da maquina).
Na pratica, geralmente nao se conhece o valor exato de x para que as comparagoes sejam

feitas. Convencionando que z = lim xj, pode-se modificar a férmula acima pondo
k—o00

DIGSE (5, 711) = — [0, 3 + log (u + %)] ,
k
que fornece o nimero de digitos significativos de x;,; em relacao a x.

Dois conceitos relacionados a qualidade dos resultados obtidos computacionalmente sao
precisao e exatidao. A precisao de uma méquina digital é definida como o nimero de digitos
da mantissa desta maquina e exatidao é uma medida da perfeicao do resultado. Sendo
assim, a precissao é algo claro, nao variavel de maquina para méaquina, mas a exatidao,
pelo contrario, depende da precisao da maquina e do método utilizado para obtencao deste
resultado.

Por exemplo, para o niimero irracional m = 3, 14159265, podemos dizer que:

e O numero 3, 1415926 é mais preciso e mais exato do que o numero 3, 14159.
e O ntimero 3, 1415929 é mais preciso e menos exato do que 3, 14159.

1.6 Propagacao de erros

Se uma pequena variacao nos dados de entrada de um problema levar a uma grande diferenca
no resultado final, essa operagao é mal condicionada (nao convergindo para um resultado
confidvel) e havendo uma grande propagacao de erros nessa operacao.

Por outro lado, se uma pequena variagao nos dados de entrada levar a uma pequena
diferenca no resultado final, essa operacao é bem condicionada (convergindo para o resultado
esperado).

1.7 Notacao Cientifica e Ordem de Grandeza de uma
Medida

Escrever um nimero N em notacao cientifica é escrevé-lo como o produto de um ntmero n
entre 1 e 10 e uma poténcia de 10 adequada. Isto é,

N=nx10°, 1<n<10,

para algum z adequado.

11



A ordem de grandeza de um ntumero é a poténcia de 10 mais préoxima deste ntmero.

Para determinar a ordem de grandeza de um nimero, prosseguimos como se segue:

1 - Coloca-se o niimero em notacao cientifica N =n x 10%;

2 -Sen < 3,16, entao a ordem de grandeza de N serd x. Caso contrario, a ordem de
grandeza de N sera x + 1.

Por exemplo, a massa da terra ¢ de 5.980.000.000.000.000.000.000.000 kg ou 5,98 X
10%* kg, portanto, possui ordem de grandeza 25, j& que 5,98 > 3,16. O diametro do 4tomo
de hidrogeénio ¢ de 0,00000000011 m ou 1,1 x 107!% m, portanto, possui ordem de grandeza
-10, ja que 1,1 < 3,16. O diametro do sol é de 1.392.000.000 m ou 1,392 x 10° m, portanto,
possui ordem de grandeza , ja que 1,392 < 3,16. A medida de um ser humano possui ordem
de grandeza 0.

12



Capitulo 2

Métodos Iterativos na Resolucao de
Equacoes Nao Lineares

2.1 Introducao

A modelagem matematica de um problema fisico, quase sempre, é dada por uma equacao
cuja solucao deseja-se determinar. Por exemplo, Se quisermos determinar o raio de uma
circunferéncia cuja area é 150 m?, basta resolvermos a equacao mr? — 150 = 0 e determinar
r. Se desejarmos determinar o tempo que um automével gastara para partir do repouso
até alcansar uma velocidade de 80 m/s e aceleragao 8 m/s?, basta resolvermos a equacao
80 — 8t = 0 e determinar t.

A solucao de uma equacao é dita ser uma raiz dessa equacao. Em outras palavras, temos
o seguinte:

Defini¢ao 2.1.1 Dizemos que v é uma raiz (ou zero) da equacgio f(x) = 0 se f(r) = 0.
Dizemos que r € uma raiz (ou zero) da fun¢ao f.

Por exemplo, dada a fungao f(z) = z* — 5z + 6, temos que 7 = 2 é uma raiz de f, pois
f(2) = 0. Por outro lado, 7 = 4 nao é raiz de f, pois f(4) =2 # 0.

Graficamente, a raiz de uma equagao f(x) = 0 é a abscissa do ponto onde o grafico de
f(z) corta ou tangencia o eixo horizontal.

As raizes de uma funcao f podem ser faceis de serem determinadas ou nao, dependendo
da funcao f dada. Por exemplo, se f é um polinomio do primeiro grau, isto é, f(z) =
ar + b,a # 0, entao a tUnica raiz de f é dada por

r=-—-—
a

Se f é um polinomio do segundo grau, isto é, f(x) = az? + bx + c,a # 0, entao as raizes de
f sao dadas por

_—b+\/b2—4ac —b—/b? — 4dac

2a ¢ 2= 2a

T1

13



Pode-se provar que outra solucao alternativa pode ser dada pelas férmulas
2c 2c
= To = .
—b+ Vb? — dac 2T o Vb — dac

Quando f é um polindomio de grau maior ou igual a trés, ja nao é tao facil determinar raizes

™

precisas de f. No caso de f ser da forma f(z) = 2® + ax® + bx + ¢, entdo as rafzes de f
podem ser dadas por

T1=A+B—§, TQZAOH-BB—%, 7’3:AB+Ba—§,

2 2a3 b 1
Azf/—?+ (he—Eyp, B= 2 p:—a—+b,q=i—a—+c,a:—§+§i, —

T34’ 3 27 3

Nem sempre é possivel encontrar, analiticamente, as raizes de um polinomio. Neste caso,
podemos fazer uso do software Matlab para determinar as raizes desse polinomio. Por
exemplo, para determinar as raizes do polinomio

p(z) =2* —52° + 92 — 5

fazemos no Matlab:
p=1[1,-5,9,—-5];
r = roots(p).
No Matlab aparecera as raizes
1, 241 2—1.

Também poderiamos fazer direto:
r = roots([1,—5,9, —5]).

O processo inverso também pode ser feito no Matlab, ou seja, se tivermos as raizes de
um polinomio, podemos determinar esse polinomio. Por exemplo, sabendo-se que —1,2 e 1
sao as raizes de um polinomio, entao podemos determinar esse polinomio fazendo o seguinte
procedimento no Matlab:

a = poly([—-1,2,1]).
Neste caso, o Matlab nos dara os nimeros 1, —2, —1 e 2 que representam os coeficientes do
polinomio
p(r) = 2° —22° — 2 + 2.
Quando f é uma fungao que envolve fungoes trigonométricas, exponenciais ou logaritmicas,

ai fica bem mais dificil determinar solugdes analiticas da equacao f(x) = 0. Por exemplo,
para solucionar as equagoes

r—4e =0, In(x)—2=0, Vr—e® z°—sen(z),



nem mesmo no Matlab é possivel determinar uma solucao diretamente. Neste caso, usamos
métodos numéricos para encontrar uma solugao aproximada da solugao exata.
Neste capitulo apresentaremos métodos de resolugao de uma equacao da forma

f(z) = 0. (2.1)

Estes métodos permitem determinar, por aproximagao, as raizes reais da equagao (2.1) para
x num intervalo dado. Mais precisamente, desejamos solucionar o seguinte problema:

Sabendo-se que uma fungao f possui uma raiz real r num intervalo [a,b], determinar uma
raiz aprozimada de v em [a,b], de modo que o erro cometido nessa aprorimag¢aio seja o
menor possivel.

A definicao de raiz aproximada é dada a seguir.

Definicao 2.1.2 Se uma funcao f(x) possui uma raiz r no intervalo [a,b], entdo uma raiz o
¢ dita aproximada com a precisio € se |a—r| < €, caso a raiz seja conhecida, ou se o € [a, b]
com b—a < €, onde o é qualquer valor em [a,b].

A justificativa da importancia deste problema é que, na maioria dos experimentos, os
modelos matematicos fornecem equagoes cujas solucoes nao sao exatas e, na maioria das
vezes, essas solucoes nem sao determinadas com precisao. Neste caso, métodos matematicos
sao utilizados para a determinagao de solugoes aproximadas. E claro que na determinagao
dessas solucoes aproximadas, comete-se erros que devem ser levados em consideracao.

O procedimento para a determinacao das raizes ¢ constituido de duas etapas.

1* etapa: Isolamento das raizes: determina-se um intervalo (o menor possivel) que
contenha a raiz.

A escolha do intervalo pode ser feita graficamente ou analiticamente.

Graficamente, pode ser usado qualquer software que possa desenhar o grafico da fungao e,
a partir do grafico, pode-se saber qual o intervalo desejado. Por exemplo, usando o software
winplot, vemos que o grafico da fungao f(x) = \/x —e™* é o da Figura 2.1. Nota-se que f
possui uma raiz no intervalo [0, 1].

Analiticamente, a determinacao do intevalo pode ser feita usando o teorema do valor
intermedidrio. Este teorema nos garante que se f é uma fungao continua em |[a, b, entao
existe a0 menos um nimero x € [a, b] tal que f(x) = d, para algum d entre f(a) e f(b). Em
particular, se f(a) e f(b) possuem sinais opostos, ou seja, se f(a)f(b) < 0, entao existe ao
menos um « € [a,b] tal que f(a) = 0, ou seja, a é uma solugao da equagao f(x) = 0. Por
exemplo, no caso da func¢ao f(z) = /z — e, temos que

fO)=—-1<0 e f(I)=1—-e'>0,

ou seja, f(0) e f(1) possuem sinais opostos. Isto significa que existe uma raiz de f no
intervalo [0, 1] como ja tinhamos visto graficamente.
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Figura 2.1: Gréfico da fungao f(x) =+/x —e™*

Além disso, podemos ver que f’(x) e~* > 0 para todo z > 0. Portanto f possui

1
7m+

uma Unica raiz em todo seu dominio de defini¢ao, localizada no intervalo [0, 1].

22 etapa: Refinamento das raizes: melhora-se o valor da raiz aproximada refinando
até a precisao desejada.

O refinamento da raiz ¢ feito, inicialmente, escolhendo-se uma aproximagao inicial no
intervalo estabelecido e melhorado a aproximacao por processo iterativo (usando a apro-
ximagao anterior) até que se obtenha uma raiz dentro da aproximagao ou precisao prefixada.

Existem varios métodos de refinamento de raizes onde se torna possivel determinar um
valor aproximado para uma raiz de uma equacao. Em todos esses métodos sao feitos pro-
cedimentos passo a passo tendo como base o resultado anterior (processos iterativos). O
processo deve ser continuado até que se atinja um resultado préximo ao esperado ou cujo
erro seja inferior a um valor conhecido. Para isso deve-se determinar um critério de parada.

Esses métodos de aproximacoes também servem para determinar expressoes numéricas
nio exatas, tais como, v/2, cos(46°),1n(2),e2 e outros. Por exemplo, para determinar v/5
basta determinar uma solugiao aproximada para a equagao f(x) = 0, onde f(z) = x? — 5.

2.2 O Meétodo da Bissecao

O método da bissegao consiste, inicialmente, em determinar um intervalo [a, b] no qual f(a)
e f(b) possuem sinais opostos. A partir dai analisa-se o sinal de f no ponto médio do inter-
valo [a, b] e guarda apenas a metade do intervalo em que f continua a ter sinais opostos nas
extremidades. Repetindo este procedimento, obtém-se uma sucessao de intervalos encaixa-
dos, cada vez mais curtos, que contém uma raiz da funcao f. Com isso o comprimento do

16



intervalo obtido converge para zero, quando o nimero de iteragoes tende para infinito.
Para diferentes situagoes concretas, o nimero de iteracoes pode ser muito grande ou
muito pequeno, por isso é necessario introduzir um critério de parada. Seria conveniente
incluir um teste sobre o erro absoluto cometido a cada passo (a cada iteracao) e s6 parar o
processo quando o erro for suficientemente pequeno, ou seja, sob uma tolerancia aceitavel.
Uma quantidade que descreve bem o erro absoluto cometido é o comprimento do intervalo
corrente |b — a|, pois é neste intervalo que a solugao exata se encontra. Entretanto, uma

|b— al |b — al
———— ou por ——.
|| |a|

Para qualquer um dos erros, o processo deve parar quando o erro for menor que a tolerancia.

quantidade mais precisa que pode ser usada é o erro relativo dado por

O numero n de iteragoes pode ainda ser usado como limite de seguranga (sé para o algoritmo
nao entrar num ciclo infinito). Vejamos abaixo como o algoritmo deve ser montado.

Algoritmo para o método da bissegao

Elementos: f fungao continua, a,b € R com f(a) e f(b) de sinais opostos, a € [a,b] é a
raiz a ser determinada, € > 0 é a tolerancia ou precisao pre-fixada, k = 1,2,3,...,n sao as
iteracoes a efetuar.

Passos do algoritmo:

Passo 1: Defina [a, b], como o primeiro intervalo que contém a raiz «;

o . - a+b
Passo 2: Defina a primeira aproximacao x; = ;

Passo 3: Calcule f(a) e f(z1) e verifique se f(a)f(xz1) <0 ou f(a)f(x;) > 0;
Passo 4: Defina o intervalo que contém a raiz como sendo [a, z1] se f(a)f(z1) < 0 ou [z, b]

se f(a)f(xy) > 0.

Passo 5: Calcule o erro relativo e,; Passo 6: Se e, > ¢, repita os passos 2-5. Caso contrario,

se e, < ¢, exiba o intervalo que contém a raiz e pare o processo.
Observacoes:

1. O erro relativo para a raiz em [a, b] é

__lb—d
ST

|b—al
€r = ——.
lal

2. Em relacao a precisao pré-fixada, normalmente, tomamos ¢ = 107", onde n é o nimero
de casas decimais exatas que queremos para a raiz.

3. Outro teste de parada pode ser dado pelo erro absoluto e, = |byy+1 — ag+1|. Entretanto,
se esses numeros forem muito grandes e se € for muito pequeno, pode nao ser possivel
calcular a raiz com uma precisao tao exigente.

4. Outro teste de parada bastante usado é o fato de |f(xpy1)| < €, onde zy41 é a k+1-
ésima aproximacao da raiz procurada. Entretanto, nem sempre este teste de parada
implica que x4 esteja proximo da raiz procurada.
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5. Quando fazemos um programa computacional, devemos considerar o erro relativo es-
crito na seguinte forma:
|$k+1 - $k|
< €,
max {1, |zp41]}

pois se |zjy1| estiver préximo de zero, o processo nao estaciona. Além do teste do

erro relativo, devemos colocar um ntimero maximo de iteragoes, pois se o programa
nao estiver bem, ou se o método nao se aplicar ao problema, o programa entrard em
looping.

6. O numero de iteragoes necessarias pode ser dada por n, onde

log(b — a) — log(e)
log(2) '

n >

Exemplo 1 Use o método da bissecdo para determinar uma raiz real do polinomio p(x) =

22 —x — 1 com uma tolerancia de 0,002.

3

Solugao: O gréfico da fungao f(x) = 2° — 2 — 1 estd dado na Figura 2.2. Notemos que f

possui uma raiz no intervalo [1,2]. Por outro lado,

fMF2) = (=1)() = =5 <0,

o que justifica a existéncia da raiz no intervalo [1,2].

3

Figura 2.2: Gréfico da fungao f(x) =2 —z — 1

Vejamos quantas iteragoes serao necessarias. Temos

log(2 — 1) — log(0,002)
log(2)

Logo devemos ter n = 9, ou seja, devemos ter 9 iteragoes.

= 8,965784285.
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Seguiremos os passos do algoritmo da bisse¢ao para determinar a raiz desejada.
Primeira aproximacao.
O intervalo inicial é [1,2] e a primeira aproximagao é

1+2 3

— = 1.5.
2 2

Sendo f(z;) = f(1.5) = (1.5)3 — (1.5) — 1 = 0.875, segue que

Ty

F)F(15) = (=1)(0.875) = —0.875 < 0.

Logo o intervalo que contém a raiz é [1,1.5]. O erro relativo neste caso é

151

= — 0.3333 > 0.002.
¢ I1.5]

Como o erro é maior que a tolerancia, o processo continua.
Segunda aproximacgao.
O segundo intervalo é [1,1.5] e a segunda aproximagao é

1+1. 2.
2 2

Sendo f(z2) = f(1.25) = (1.25)% — (1.25) — 1 = —0, 296875, segue que

T2

F)F(1.25) = (=1)(—0, 296875) = 0, 296875 > 0.

Logo o intervalo que contém a raiz é [1.25,1.5]. O erro relativo neste caso é

15— 1.25|

;= — 0.1666667 > 0.002.
‘ I1.5]

Como o erro é maior que a tolerancia, o processo continua.
Terceira aproximacao.
O terceiro intervalo é [1.25,1.5] e a terceira aproximagao ¢é

125415 275
N 2 )

Sendo f(x3) = f(1.375) = 0, 224609, segue que

= 1.375.

X3

F(1.25)f(1.375) = (=0, 296875)(0, 224609) = —0.0666808 < 0.

Logo o intervalo que contém a raiz é [1.25,1.375]. O erro relativo neste caso é

~[1.375 — 1.25]

. — 0.090909091 > 0.002.
‘ 11.375]
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Como o erro é maior que a tolerancia, o processo continua.
Quarta aproximacao.
O quarto intervalo é [1.25,1.375] e a quarta aproximagao é

_ 125+1.375 275
- 2 )

Sendo f(x4) = f(1.3125) = —0,051514, segue que

= 1.3125.

Xy

F(1.25) (1.3125) = (=0, 296875)(—0, 051514) = 0.01529321875 > 0.

Logo o intervalo que contém a raiz é [1.3125,1.375]. O erro relativo neste caso é

11.375 — 1.3125
e, =
11.375]

= 0.04545454545 > 0.002.

Como o erro ainda é maior que a tolerancia, o processo continua.
Quinta aproximacao.
O quinto intervalo é [1.3125,1.375] e a quinta aproximacao é

- 1.3125 4+ 1.375

Ty = 5 = 1.34375.

Sendo f(x5) = f(1.34375) = 0.082611, segue que

F(1.3125) £(1.34375) = (—0.051514)(0.082611) = —0.004255623054 < 0.

Logo o intervalo que contém a raiz é [1.3125,1.34375]. O erro relativo neste caso é

~[1.34375 — 1.3125

.= — 0.02325581395 > 0.002.
‘ I1.375]

Como o erro ainda é maior que a tolerancia, o processo continua.
Sexta aproximacao.
O sexto intervalo é [1.3125, 1.34375] e a sexta aproximagao é

~ 1.3125 4 1.34375

Te = 5 = 1.328125.

Sendo f(xg) = f(1.328125) = 0.014576, segue que

£(1.3125) £(1.328125) = (—0.051514)(0.014576) = —0.000750868064 < 0.

Logo o intervalo que contém a raiz é [1.3125,1.328125]. O erro relativo neste caso é

~[1.328125 — 1.3125]

= 0.011904761904762 > 0.002.
13125

€r
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Como o erro ainda é maior que a tolerancia, o processo continua.
Sétima aproximacao.
O sétimo intervalo é [1.3125,1.328125] e a sétima aproximacao ¢

1.312 1.32812
T7 = 5 5+2 528125 = 1.3203125.

Sendo f(z7) = f(1.3203125) = —0.018700, segue que

£(1.3125) £(1.3203125) = (—0.051514)(—0.018700) = 0.0009633118 > 0.

O intervalo que contém a raiz é [1.3203125,1.328125]. O erro relativo neste caso é

~[1.328125 — 1.3203125]

.= — 0.0058823529412 > 0.002.
‘ I1.328125|

Como o erro ainda é maior que a tolerancia, o processo continua.
Oitava aproximacao.
O oitavo intervalo é [1.3203125, 1.328125] e a oitava aproximagcao é

~1.3203125 + 1.328125
B 2

Sendo f(zs) = f(1.32421875) = —0.002128, segue que f(1.3203125)f(1.32421875) > 0.
Portanto, o intervalo que contém a raiz é [1.32421875,1.328125]. O erro relativo neste caso

= 1.32421875.

xs

é
~]1.328125 — 1.32421875
B |1.328125

Como o erro ainda é maior que a tolerancia, o processo continua.

= 0.00294117647 > 0.002.

Er

Nona aproximagao.
O nono intervalo é [1.32421875,1.328125] e a nona aproximagao é

1.32421 1.32812
Ty = 5 875; S28125 ) 39617188,

Sendo f(zg9) = f(1.32617188) = 0.00620883, segue que f(1.32421875)f(1.32617188) < 0.
Portanto, o intervalo que contém a raiz é [1.32421875,1.32617188]. O erro relativo neste

caso é
B |1.32617188 — 1.32421875|

“r 11.328125)|

Como o erro agora é menor que a tolerancia, o processo deve parar. A raiz procurada
encontra-se no intervalo [1.32421875,1.32617188] e é dada por

=0.00147276 < 0.002.

1.32421 1.326171
T10 = 5 875_5 32617188 = 1.32519532.

Logo, a raiz aproximada que estamos procurando é a = 1.32519532 com um erro inferior a
0.002.
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Observacao: No exemplo anterior usamos o teste de parada dado pelo erro relativo e o
erro relativo encontrado foi e, = 0.00147276. Notemos que

fla) = £(1.32519532) = (1.32519532)% — (1.32519532) — 1 = 0.00203668 ~ 0.

Fazendo no Matlab:
>>r = roots([1,0,—1, —1])
Teremos as solugoes

1.3247, —0.6624 + 0.5623z, —0.6624 — 0.5623:.
A tnica solugao real é x = 1.3247. Notemos que
|1,3247 — 1,32519532| = 0.00049532.

Ou seja, a diferenca entre a solugao encontrada pelo método da bissecao e a encontrada pelo
Matlab é de 0.00049532 que é um erro aceitavel.

Exemplo 2 Aplique o algoritmo da bisse¢do para determinar um valor aprozimado de /5,
com uma tolerancia de 0.002.

Solugao: Definindo a funcao f(z) = z? — 5, devemos determinar « tal que f(a) = 0.
Analiticamente, a equacdo 22 — 5 = 0 nos dd = ++/5. O gréfico da funcio f(z) = 2% — 5
estd dado na Figura 2.3. Notemos que f possui uma raiz no intervalo [—3, —2] e outra no
intervalo [2,3]. A raiz a que procuramos é a que estd no intervalo [2, 3], pois representa a
solugao positiva x = V5. Notemos que

f2)f3) = (=1)(4) = -4 <0,

o que justifica a existéncia da raiz no intervalo [2, 3].
Vejamos quantas iteragoes serao necessarias. Temos
log(3 —2) — log(0,002)

log(2)

= 8,965784285.

Devemos ter 9 iteragoes.

Seguiremos os passos do algoritmo da bissecao para determinar a raiz desejada.
Primeira aproximacao.
O intervalo inicial é [2,3] e a primeira aproximagao é

2+3

Sendo f(z;) = f(2.5) = (25)2 —=5 =625—-5 =125 > 0e f(2) = —1 < 0, segue que

f(2)f(2.5) < 0. Logo o intervalo que contém a raiz é [2,2.5]. O erro relativo neste caso é

252

L= — 0.2 > 0.002.
‘ 12.5]
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Figura 2.3: Gréfico da fungao f(z) =2? -5

Como o erro é maior que a tolerancia, o processo continua.
Segunda aproximacgao.
O segundo intervalo é [2,2.5] e a segunda aproximagao é

2+2.5
Ty = 5

Sendo f(z2) = f(2.25) = (2.25)> — 5 = 0.0625 > 0 e f(2) < 0, segue que f(2)f(2.25) < 0.
Logo o intervalo que contém a raiz é [2,2.25] e o erro relativo nesta etapa é

12.25 — 2|
Cp = ——————
12.25]

= 2.25.

= 0.1111111 > 0.002.

Como o erro é maior que a tolerancia, o processo continua.
Terceira aproximacao.
O terceiro intervalo é [2,2.25] e a terceira aproximagcao é

2 +2.25
T3 = +T = 2.125.

Sendo f(x3) = f(2.125) = (2.125)*—5 = —0.484375 < 0 e f(2) < 0, segue que f(2)f(2.25) >
0. Logo o intervalo que contém a raiz é [2.125,2.25] e o erro relativo nesta etapa é

[2.25 — 2.125|

, — 0.05555555 > 0.002.
‘ 2.25)

Como o erro é maior que a tolerancia, o processo continua.
Quarta aproximacao.
O quarto intervalo é [2.125,2.25] e a quarta aproximagao ¢é

2.125 + 2.2
T4 = # = 2.1875.
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Sendo f(x4) = f(2.1875) = (2.1875)% — 5 = —0.21484375 < 0 e f(2.125) < 0, segue que
f(2.125)f(2.1875) > 0. Logo o intervalo que contém a raiz é [2.1875,2.25] e o erro relativo

nesta etapa é
~[2.25 — 2.1875|

(& =
" 12.25|
Como o erro é maior que a tolerancia, o processo continua.
Quinta aproximacao.

= 0.02777778 > 0.002.

O quinto intervalo é [2.1875,2.25] e a quinta aproximagcao é

2.1 2.2
T5 = # — 2.21875.

Sendo f(xs5) = f(2.21875) = (2.21875)? — 5 = —0.0771 < 0 e f(2.1875) < 0, segue que
f(2.1875)f(2.21875) > 0. Logo o intervalo que contém a raiz ¢é [2.21875,2.25] e o erro
relativo nesta etapa é

|2.25 — 2.21875|
B |2.25|

= (0.01388889 > 0.002.

€y

O erro ainda é maior que a tolerancia. Portanto o processo continua.
Sexta aproximacao.
O sexto intervalo é [2.21875,2.25] e a sexta aproximagao é

| 2.21875 4 2.25
B 2
Sendo f(xg) = f(2.234375) = —0.0076 < 0 e f(2.21875) < 0, segue que f(2.21875) f(2.234375) >

0. Logo o intervalo que contém a raiz é [2.234375,2.25] e o erro relativo nesta etapa é

[2.25 — 2.234375
B |2.25|

= 2.234375.

Te

= 0.00694444 < 0.002.

er

O erro ainda é maior que a tolerancia. Portanto o processo continua.
Sétima aproximacao.
O sétimo intervalo é [2.234375,2.25] e a sétima aproximagao é

2.234 2.2
Ty = 5 37; 2235 9421875,

Sendo f(x7) = f(2.2421875) = 0.0274 > 0 e f(2.234375) < 0, segue que f(2.234375) f(2.2421875) <

0. Logo o intervalo que contém a raiz é [2.234375,2.2421875] e o erro relativo nesta etapa é

. |2.2421875 — 2.234375|
" |2.2421875

= 0.00348432 > 0.002.

O erro ainda é maior que a tolerancia. Portanto o processo continua.
Oitava aproximacao.
O oitavo intervalo é [2.234375,2.2421875] e a oitava aproximagcao é

_2,234375 + 2,2421875

5 = 2.23828125

Ts
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Sendo f(xg) = f(2.23828125) = 0.0099 > 0 e f(2.234375) < 0, segue que f(2.234375) f(2.23828125) <
0. Logo o intervalo que contém a raiz é [2.234375, 2.23828125] e o erro relativo nesta etapa é

_]2.23828125 — 2.234375|

— 0.00174520 < 0.002.
12.23828125|

er

Neste caso, o processo deve parar pois o erro é menor que a tolerancia. A raiz aproximada
esta no intervalo [2.234375,2.23828125] e é dada por

2,234375 + 2,23828125

5 = 2.236328125.

a = XT9

Logo, podemos dizer que escrever v/5 € [2.234375, 2.23828125], ou que, V5 = 2.236328125
com um erro que nao excede 0.002. A saber, o erro relativo que se comete nessa aproximacao
é e, = 0.00174520.

O algoritmo da bisse¢ao usado no Matlab para determinar a raiz da funcio f(z) = 22—5
¢é descrito na Secao 8.3 do Capitulo 8.

2.3 Iteracao Linear ou Método do Ponto Fixo

Dada uma fungao f, continua num intervalo [a, b] no qual existe uma unica raiz de f, entao
podemos determinar a raiz da equagao

f(.I) =0, (2'2)

resolvendo a equacao
z = g(x), (2.3)

onde a equagao (2.3) é obtida a partir da equagao (2.2).

Para qualquer funcao g, qualquer solugao de (2.3) é chamada de ponto fixo de g(z).
Assim, o problema de determinar um zero de f(z) é transformado no problema de determinar
um ponto fixo de g(z) sem haver alteragdo na posigao da raiz procurada.

Geometricamente, a equagao (2.2) tem como solugao a intersecao do grafico de f com o
eixo x, enquanto que uma raiz de (2.3) é a intersecao da reta y = x com a reta y = g(x).

Dada uma equagao do tipo f(z) = 0, existe mais de uma funcao de iteragao g(x), tal
que f(xr) =0 & x = g(x). Por exemplo, para f(r) = 2? — 2z + 4 = 0, temos as seguintes
funcgoes

1

4
gl(‘r) - 51‘2 + 27 92(‘7;) ==+ \Z 2r — 47 g3<CL’) =2- Ev 94(‘7;) -

2—x

que satisfaz x = g;(x), i = 1,2, 3, 4.
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O método de iteragao linear ou método do ponto fixo é usado para determinar
uma raiz aproximada da raiz de f no intervalo [a, b]. Esse processo é feito da seguinte forma:
Tomamos, inicialmente, oy como a aproximagao da raiz « de f no intervalo [a,b] e depois
obtemos as aproximacgoes sucessivas xp, para a solugao procurada «, usando o processo
iterativo definido por

Try1 = g(xg), k=0,1,2,....

O erro que usaremos para o método de iteragao linear é dado por
Crt1 = |Thpr — i, k=0,1,...

O processo deve parar quando e, < €, onde € é a tolerancia.

As aproximacoes sucessivas x, devem convergir para a solucao desejada, senao o método
nao faz sentido. Essa convergéncia depende da escolha da fungao g(x). Por exemplo, se
f(x) = 2% — x — 2, entdo uma rafz de f é x = 2 e 0o método de iteracio linear com zg = 2.5
e g(z) = 22 — 2, nos d4 as seguintes aproximagoes sucessivas:

1 = g(zg) = g(2.5) = (2.5)* —2=14.25
vy = g(xy) = g(4.25) = (4.25)* — 2 = 16.0625
13 = g(zs) = 9(16.0625) = (16.0625)* — 2 = 256.00391

Portanto a sequéncia das aproximagoes sucessivas xy ¢ divergente.
A convergéncia da sequéncia das aproximacoes sucessivas x;, € dada pelo seguinte teorema:

Teorema 2.3.1 Seja o uma raiz de f(z) = 0 que satisfaz a equacio © = g(x) e seja
I = (a« — hya + h) um intervalo aberto centrado em «. Entao a seqiéncia xy gerada pelo
processo iterativo T = g(Tk) convergird para « se as sequintes condi¢des sao satisfeitas:

o g(z) e ¢'(x) sao continuas em I;
e o€ l;

o Se existe M >0 tal que |¢'(z)| <M <1, Vxel.

Exemplo 3 Use o método de iteracao linear para determinar uma raiz aprorimada de
flx) =22 —2—2 =0 com xg = 2.5 e g(x) = 2+ z sabendo-se que a raiz a estd no
intervalo [0, 3].

1
Solugao: Notemos zyp = 2,5 € I e que as fungbes g(x) = V242 e ¢'(r) = —— sdo

2V2+«x

continuas em I. Por outro lado,

9" (@) = |5 75=—=

<1 & x>-1.75.

2\/2 +x
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Portanto, existe M > 0 tal que |¢'(x)| < M < 1, Vz € I. Logo a sequéncia de aproximagoes
sucessivas para a raiz a converge. Neste caso, teremos que

V2+2.5=+v4.5 = 21213203

1 = g(x0) =

Ty = g(z1) =2+ 2.1213203 = v/4.1213203 = 2.0301035

r3 = g(x3) =2+ 2.0301035 = v/4.0301035 = 2.0075118

gy = g(z3) =2+ 20075118 = v/4.0075118 = 2.0018771

rs = g(zy) =2+ 2.0018771 = v/2.0018771 = 2.0004692

6 = g(xs5) =2+ 2.0004692 = v/4.0004692 = 2.0001173
()

7 = g(wg) =2+ 2.0001173 = v/4.0001173 = 2.0000293

A sequeéncia das aproximacoes convergem claramente para a raiz x = 2.

Exemplo 4 Encontre uma solugao aproximada para a equacao €* — 4x = 0 no intervalo
0, 1] utilizando uma tolerdancia de 0,002.

Solucgao: O grafico de f estd dado na Figura 2.4. Notemos que f possui uma solucao no
intervalo [0, 1] e outra no intervalo [2,3]. Para este exemplo, a solu¢ao procurada estd no
intervalo [0, 1].

Figura 2.4: Gréafico da fungao f(x) = e® — 4x
Devemos escrever a equagao e — 4x = 0 na forma x = g(z). Temos as seguintes opgoes
ex
T=,e 1= In(4z).

Vamos analisar cada opgao de fungao g(x).
~ e’
12 opgao: g(z) = E

—~

27



* 1
Temos que g e ¢'(x) = GZ sdo continuas no intervalo [0, 1]. Por outro lado, ¢'(0) = 1< 1
e e’

eg' (1) = 1< 1. Logo |¢'(z)] < 1 para todo x € [0, 1]. Portanto, a func¢ao g(x) = — serve
para o método de iteracao linear.
22 opgao: g(x) = In(4x).
Temos que g e ¢'(x) = — sdo continuas num subintervalo de [0, 1] da forma [¢,1 —¢], ¢ — 0,

T

que contém a raiz. Por outro lado, ¢’(¢) < 1 e ¢'(1 —¢) < 1. Logo |¢'(z)| < 1 para todo
x € [e,1 —¢g]. Portanto, a funcao g(x) = In(4z) também serve para o método de iteragao

linear. -
e
Usaremos o método de iteragao linear com a funcao g(z) = 7 Y= 0 e tolerancia de
0.002. Neste caso, teremos que
o0
1 = g(xg) = T 0.25, com erro  e; = |r; — x| = 0.25 > 0,002;
0.25

Ty = g(x1) = o = 0.3210, com erro es = |xy — 1| = 0.071 > 0,002;

0.3210

x3 = g(x9) = = 0.3446, com erro ez = |r3 — x2| = 0.0236 > 0,002;
03446

x4 = g(3) = 1 0.3529, com erro e4 = |xy — 3| = 0.0083 > 0, 002;
0.3529

xs = g(x4) = 1 0.3558, com erro e5 = |x5 — z4| = 0.0029 > 0, 002;
0.3558

zg = g(r5) = = 0.3568, com erro eg = |rg — x5 = 0.001 < 0,002.

O processo deve parar na 6% iteracao e a raiz procurada é dada por a = 0.3568 com um erro
que nao ultrapassa 0.002.

O algoritmo para o método do Ponto Fixo usado no Matlab para determinar a raiz da
funcao f(z) = e* — 4x é descrito na Secao 8.3 do Capitulo 8.

2.4 O Método de Newton-Raphson ou Método da Tan-
gente

Suponha que queiramos determinar as raizes de uma fun¢do f(z) num intervalo [a,b] com
uma precisao menor ou igual a certo valor dado. O método de Newton-Raphson ou Método
da Tangente consiste em usar como raiz aproximada a raiz da equacao da tangente a curva
f(zx), ou seja, a intersegao da tangente com o eixo horizontal.

Sabendo-se que « é uma raiz de f(x) em |[a, b], 0 método consiste, inicialmente, em tomar
um ponto zy no intervalo [a, b] e depois aproximar a funcao f pela reta tangente a f no ponto
xo e, em seguida, calcular o zero da reta tangente encontrada que é de grau um. Este valor

28



sera a primeira aproximacao x; de a. Repetindo o processo para x; no lugar de x(, obtemos
a segunda aproximagao s de a. E assim, sucessivamente (ver Figura 2.5). No que segue,
veremos como ¢ feito o desenvolvimento do método até chegar em sua formula geral.

y y=1x)

Figura 2.5: Método de Newton

A equacao da reta tangente a curva f no ponto (zo, f(xg)) é

y = f(xo) + ['(z0)(x — x0).

A primeira aproximagao x; é dada pela rafz da funcao acima, ou seja, fazendo f(xq) +
J'(zo)(x1 — x9) = 0. Segue que

o= 2y — [ (o)
J'(@o)
Seguindo o mesmo processo com x; no lugar de xy, teremos a segunda aproximagao x,, onde
| (z1)
f'(a1)

Seguindo o processo repetidas vezes, obtemos a sequéncia das aproximagoes sucessivas {xy},
tais que
f(zx)

Lh+1 = Tk — f’(m)’

Que é a formula de Newton-Raphson.

k=0,1,2,...

Teste de Parada: A cada iteragao, deve ser testado se a aproximacao encontrada podera
ser considerada como a solucao do problema. Os testes de parada mais usados sao:

|l'k+1 -

x
|Tp1 — xi| <, k|§€ e |fzi)| <

LTl+1

onde € é a tolerancia.

Convergéncia: Se f(z), f'(z) e f (x) sio continuas num intervalo I que contém uma
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raiz a de f(x) =0 e se f'(a) # 0, entdo existird um subintervalo I de I contendo a raiz «,
tal que se xy € I, a sequéncia z; gerada pela férmula recursiva

f(xx)

Tgt1 = T — f’(m)’

k=0,1,2,...

converge para q.
Em resumo, o método de Newton obedece os seguintes passos:

fz)

f'(x)’

2° passo: Escolhe-se um valor qualquer zy para = (dentro do intervalo);

1° passo: Define-se a funcao g(z) = x —

3° passo: Calcula-se a raiz z; fazendo z1 = g(zo);
4° passo: Faz-se o teste de parada.
Caso o teste de parada nao seja satisfeito, repete-se os passos 2,3 e 4.

Exemplo 2.4.1 Encontrar uma raiz do polinémio f(x) = 2* —3x+1 no intervalo [0, 1] com
trés algarismos exatos e com um erro que nao ultrapasse 0,001.

Solugao: O grafico de f esta dado na Figura 2.6. Notemos que f possui trés solucoes reais:
uma no intervalo [—2, —1], outra no intervalo [0, 1] e outra no intervalo [1,2]. A solugao que
queremos esta no intervalo [0, 1].

Figura 2.6: Grafico da fungao f(z) = 2% — 3z + 1

Notemos que f(0)f(1) =
existe a € [0, 1] tal que f(«)
como vimos graficamente.

(1)(=1) = —1 < 0. Do teorema do valor intermédio, segue que
=0, ou seja, f(z) possui ao menos uma raiz no intervalo [0, 1],

Para usar o método de Newton, definamos a funcao

_ fle) 2’ =3x+1
90 =Ty T B
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e escolhemos como aproximacao inicial o = 0,25 (a escolha é arbitraria).
Primeira iteracao:
Temos

(0,25)3 — 3(0,25) + 1
3(0,25)2 — 3

r1 = g(zo) = 9(0,25) = 0,25 — = 0, 34444.

Teste de parada:
0,34444 — 0,25

| 0, 34444

| =0,2742 > 0,00L.

O processo continua.
Segunda iteracao:

(0,34444)3 — 3(0, 34444) + 1

= = ¢(0,34444) = 0, 34444 — =0, 34720.
T2 = g(w1) = (0, ) =0, 3(0, 34444)2 — 3 ’
Teste de parada:
0,34720 — 0, 34444
; : = 0,00795 > 0,001.
| 0,3472 | ’ ’
Portanto o processo continua.
Terceira iteracao:
0,3472)% — 3(0,3472) + 1
xg = g(xq9) = g(0,3472) = 0,3472 — (©, ) (0, )+ =0, 34729.

3(0,3472)% — 3

Teste de parada:
|O, 34729 — 0, 34720
0,34729

O processo deve parar. A solucao com trés casa decimais é o = 0, 347.

| = 0,00026 < 0,001.

Exemplo 2.4.2 Usando o método de Newton, determine a menor raiz positiva da equacao
4cos(z) —e® =0,
com erro inferior a 0,01.

Solugao: Uma solucao de f(z) = 4cos(x) —e” = 0 é a intersegao das curvas ¢, (x) = 4 cos(z)

e go(z) = €.

Graficamente, podemos ver que a intersecao das curvas gi(x) e go(z) e,
consequentemente, a raiz positiva de f(z) = 0 estd numa vizinhanga de z = 1

(Veja Figura
2.7). Portanto, devemos escolher inicialmente a aproximagao xy = 1.
Para usar o método de Newton, definamos a fungao

4 cos(x) — €e*

glw) = = —4sen(x) — e®
Primeira iteragao:

Temos
(—0,557)

2, 908.
(—6,084)

71 = glao) = g(1) = 1 —
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xT

Figura 2.7: Gréfico das fungoes ¢;(x) = cos(z) e go(z) =€

Teste de parada:
0,908 — 1

| 0,908

| = 0,101 > 0,0L.

O processo continua.
Segunda iteracao:

(—0,019)
= = ¢(0,908) = 0,908 — ———= = 0, 905.
) g('rl) g( ) ) ) (—5,631) )
Teste de parada:
0,905 — 0,908
) 9 — 1‘
| 0,905 | =0,0033 < 0,0

Neste caso o processo deve parar. A solucao com duas casa decimais corretas é a = 0, 905.
A saber, a solugao com sete casas decimais é x = 0, 9047882.

O algoritmo para o método de Newton usado no Matlab para determinar a raiz da fungao
f(z) = 4cos(x) — e” é descrito na Segao 8.3 do Capitulo 8.

2.5 Meétodo das Secantes

Uma desvantagem no método de Newton é a necessidade de se obter f'(x) e calcular seu
valor numérico em cada passo. Uma maneira de modificar o método de Newton e eliminar
essa desvantagem é substituir a derivada f’(xy) pelo quociente

f(iUk) - f(l"k:—1)7 (2.4)

T — Tk

onde z e x,_1 sao duas aproximacoes quaisquer para a raiz . Notemos que o limite do
quociente (2.4), quando x;_1 — x é justamente f’(zx). O método de Newton quando
modificado desta forma é conhecido como Método das Secantes.
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Substituindo, na férmula de Newton, f’(xx) por (2.4) obtemos

oot = T — f ()
" faw) = flap)”
Tk — T—1

Desenvolvendo a expressao acima, obtemos a formula para o método das secantes dada por

f(op) (2 — 1421) ~ xpf(r) — o f(Tp-1)

T @) = Fwey T T T ) — flo)

O procedimento geométrico para a obtencao da formula do método das secantes é apre-

L k=1,2,... (2.5)

sentado na Figura 2.8 e descrito a seguir:

1* aproximacao:

Tomemos inicialmente os pontos de abscissas r = xg e x = x1 e tracemos a reta secante S
que liga os pontos (o, f(xg)) a (1, f(z1)).

Y

Figura 2.8: Método das Secantes

A equacao da reta secante que passa por estes pontos é

f(z1) = f(z0)

v fan) = HE B ) (2.6)

Consideramos como primeira aproximacao para a raiz de f(x) o valor xs que corresponde a
abscissa do ponto onde a secante corta o eixo horizontal. Com isto teremos o ponto (xz,0).
Substituindo este ponto na equagao da secante (2.6), teremos

M(@ — ) o 2o =11 — f(11) 1~ %o

0— f(z1) = pra— fla1) — f(zo)

22 aproximacgao:
Tragando a reta secante Sy que liga os pontos (z1, f(z1)) a (x2, f(22)) teremos a segunda
aproximacao « = x3 para a raiz de f(z). De modo andlogo, teremos que

To — I

fxs) = fla1)
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k-ésima aproximacao:
Repetindo o processo, obtemos a sequéncia das aproximagoes sucessivas x tais que

o ) )
Thy1 = Tk f([[jk) — f<xk71) s k= 1,2,

Teste de Parada: A cada iteragao, deve ser testado se a aproximacgao encontrada pode ser

considerada como a solucao do problema. Os testes de parada mais usados sao:

‘xk+1 -

|zp1 — x| <, k|§€ e |f(xr)] <e,

Tk+1

onde € é a tolerancia.

Observacgoes:

1 - No método das secantes a equacao da tangente, usada no método de Newton, é subs-
tituida pela equacao da secante que corta a curva da fungao em dois pontos cujas abscissas
definem um intervalo onde estd contida a raiz;

2 - Para se usar a férmula (2.5) é preciso ter disponivel duas aproximagoes iniciais.

3 - Deve-se tomar cuidado na escolha dos pontos para se obter a primeira secante. Por
exemplo, considere uma equagao cujas raizes sao r; e ry, com r; < ro. Para determinar a
raiz ro, a escolha das abscissas xg e x; para o tracado da secante, deve ser feito de modo
que a secante intercepte o eixo horizontal em um ponto z, de tal forma que x5 > r;. Para
determinacao de r{, a escolha de xy e x; deve ser feita de tal modo que a secante corte o
eixo horizontal em um ponto de abscissa zo tal que x5 < ry. Este procedimento evita a
divergéncia do processo.

Exemplo 2.5.1 Determinar uma raiz para o polinémio f(x) = 2 — 3z + 1 no intervalo
[0,1] com trés algarismos exatos e com um erro relativo inferior a 0,002.

Solucgao: O grafico de f estda dado na Figura 2.6. Tomamos zo = 0,1 e ; = 0,8 como
aproximacoes iniciais.

Primeira iteragao:

Temos que f(0,1) = 0,701 e f(0,8) = —0, 888 e a primeira aproximagao para a raiz de f(z)
é o valor x5 dado por

o8- (—0,888)(0,7)

—0.8—
2= .8) — £(0,1) 0,888 — 0,701

f((() ,8)(0,8-0,1) — 0, 4088.

f

Teste de parada:
ro—x1, 0,4088 — 0,8

T = 0,4088

| | =0,95695 > 0, 002.

O processo continua.
Segunda iteracao:
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Temos que f(z3) = f(0,4088) = —0, 1581 e a segunda aproximagao para a raiz de f(x) é o
valor x3 dado por

—0,1581)(0,4088 — 0, 8 0,1581)(—0, 3912
( ? )(7 ’):0,4088+(’ )( ? )

= 0,4088 —
B —0, 1581 + 0, 888 0, 7299

= 0,3234.

Teste de parada:

T3 — ZL‘2| _ ‘O, 3234 — 00,4088

= 0,2641 .
= 0 5231 | =0,2641 > 0,002

O processo continua.

Terceira iteracao:

Temos que f(x3) = f(0,3234) = 0,06362 e a terceira aproximagao para a raiz de f(x) é o
valor x4 dado por

— 0,4 0, 0854
(0,06362)(0, 3234 — 0,4088) _ 0.5231 (0,06362)(—0, 0854)

—0,3234 —
= 0,06362 + 0, 1581 0,22172

= 0, 3479.

Teste de parada:

Ty — x3| _ ‘O, 3479 — 0, 3234

= 4 2.
= 0317 | =0,0704 > 0,00

O processo continua.

Quarta iteracao:

Temos que f(z4) = f(0,3479) = —0,00159 e a quarta aproximacao para a raiz de f(z) é o
valor x5 dado por

(—0,00159)(0, 3479 — 0, 3234)

=0,3479 — =0, 3473.
B ~0,00159 — 0, 06362 ’
Teste de parada:
Ty — Xy 0,3473 — 0,3479
= =0,0017 < 0,002.
‘ l‘5 | ‘ 07 3473 | Y )

Portanto, o processo deve parar e a solugao aproximada é dada por o = 0, 3473.

Exemplo 2.5.2 Use o método das secantes para determinar a raiz positiva da equacao

e B
oe - \/5 = 0,
com um erro relativo inferior a 0,01.

Solugao: Uma solugdo de f(x) = be ™ — /x = 0 é a intersecao das curvas g;(x) = e ™

e go(r) = /x. Graficamente, podemos ver que a intersegdo das curvas gi(z) e go(z) e,
consequentemente, a raiz de f(z) = 0 estd numa vizinhanca de x = 1.5 (ver Figura 2.9).
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-1+

Figura 2.9: Gréfico das fungoes ¢1(z) = 57" e go(z) = \/x

Tomamos xyp = 1.4 e 1 = 1.5 como aproximagoes iniciais.
Primeira iteracao:
Temos
f(zo) = f(1.4) =0.0498 e f(z1) = f(1.5) = —0.1091.

A segunda aproximacgao para a raiz de f(x) é o valor x5 dado por

aof(xn) — @i f(rg) | (1.4)(—0.1091) — (1.5)(0.0498)  —0.2274
T T ) — o) —0.1091 — 0.0498 = Toass0 B

Teste de parada:

= 0.048 > 0.01.

rg—x1| 14313 —1.5
e v
O processo continua.

Segunda iteracao:

Temos

f(xe) = £(1.4313) = —0.0014.
A terceira aproximagao para a raiz de f(z) é o valor x3 dado por

i f(w) — aaf(z1)  (15)(—0.0014) — (1.4313)(~0.1091)  0.1541
BT T ) — fn) ~0.0014 — (—0.1091) = 0.1077

Teste de parada:

= 1.4308.

Ty 1.4308

Portanto, o processo deve parar e a solucao aproximada é dada por o = 1.4308.

| = 0.0003 < 0.01.

O algoritmo para o método das Secantes usado no Matlab para determinar a raiz da
funcao f(z) = 5e™* — y/z é descrito na Secao 8.3 do Capitulo 8.
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2.6 Meétodo Regula Falsi ou Método da Falsa Posicao

O método da Falsa Posicao ¢ uma variacao do método das secantes e possui uma grande
semelhanca com o método da Bissecao.

Para o desenvolvimento do método da Falsa Posicao, considera-se inicialmente, um in-
tervalo [a,b] e uma funcao f continua em [a,b] com f(a)f(b) < 0, isto é, f(a) e f(b) com
sinais opostos. Do Teorema do Valor Intermediario, sabemos da existéncia de uma raiz «
de f(z) = 0 em [a,b]. O método considera as duas aproximagoes iniciais como sendo os
extremos do intervalo [a, b], isto é, zg = a e x1 = b com f(xzg) e f(x1) de sinais opostos. Uma
nova aproximagao xs é determinada usando o método das secantes (2.5), ou seja,

o — xof(x1) — 21f(20)
? f@1) = fzo)

A aproximagao x5 serd a raiz procurada se f(z2) = 0 ou se a condi¢ao de parada for satisfeita.

Neste caso, a condicao de parada é

To — I To — T

|<e ou | | <€,

T2 T2
onde € é a tolerancia. Caso x5 nao seja a raiz procurada, deve-se continuar o processo deter-
minando um novo intervalo que contenha a raiz. Esse novo intervalo é determinado como no
método da Bissegao, isto é, a raiz estara no intervalo [xg, 22| se f(zo)f(x2) < 0 e estard em
(g, 1] se f(xo)f(z2) > 0. A nova aproximagao é determinada usando a férmula do método
das secantes (2.5) a partir do novo intervalo escolhido. O processo deve parar quando as
condicoes de parada forem satisfeitas.

Observacoes:

1. Geometricamente, o método da Falsa Posicao diz que a aproximacao da raiz « no
intervalo [a, b] é a intersegao da reta que liga os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) com o eixo
x (Ver figura 2.10). Esta intersecao é dada por

_af) ~bfa)
7= (@)

2. A diferenga entre o método da Bisse¢ao e o método da Falsa Posicao é que no primeiro,
calcula-se a média aritmética dos limites do intervalo que contém a raiz, enquanto que,
no segundo, calcula-se a média ponderada desses limites.

3. Equiparado com o algoritmo do método da Bisse¢ao, o algoritmo do método da Falsa
Posicao pode ser montado como a seguir.
Elementos: f funcao continua, a,b € R com f(a) e f(b) de sinais opostos, « € |a, b
é a raiz a ser determinada, € > 0 ¢é a tolerancia ou precisao pre-fixada, k =1,2,3,...,n
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flx) 4

L R — 0
al . R

fla) 4

Figura 2.10: Método da Falsa Posigao

sao as iteracoes a efetuar.
Passos do algoritmo:
Passo 1: Defina [ag, by], onde ag = a e by = b como o primeiro intervalo que contém a

raiz; ao f(bo) — bof(ao)
f(bo) — flao)

Passo 2: Defina a primeira aproximacao x; =

Passo 3: Calcule f(x1);
Passo 4: Se f(x1) = 0 defina z; como sendo a raiz procurada. Caso contrério defina
o segundo intervalo que contém a raiz como sendo [ay, b1, onde a; = ag e by = x; se

Flao) f(an) < 0 0w ay =y e by = by se f(ao) f(1) > 0.
Passo 5: Defina o erro e, = b1 = aa] ou e, = by — aal,
|b1| |CL1|

Passo 6: Se e, > ¢, repita os passos 2-5. Caso contrario, se e, < €, exiba o intervalo
) ) Y
que contém a raiz e pare o processo.

Exemplo 2.6.1 Use o método da falsa posi¢ao para determinar uma raiz positiva da equag¢ao
x — cos(x) =0,
com um erro relativo inferior a 0,001.

Solugao: Uma solucao de f(x) = z — cos(z) = 0 é a intersecao das curvas gi(z) = z e

g2(z) = cos(x). Graficamente, podemos ver que a interse¢ao das curvas gi(z) e go(z) e,

consequentemente, a raiz de f(z) = 0 esta numa vizinhanga de z = 0.7 (ver Figura 2.11).
Assim, podemos tomar zo = 0.7 e z1 = 0.8 como aproximacoes iniciais. Notemos que

flzo) = f(0.7) = —0.0648 e  f(z1) = f(0.8) = 0.1033.

Portanto, f(zo)f(z1) < 0. Logo existe uma raiz no intervalo [0.7,0.8] como se ver grafica-
mente.
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/ y=cos(x)

Figura 2.11: Gréfico das fungoes g;(z) = = e ga2(x) = cos(z)

Primeira iteracao:
A primeira aproximagao para a raiz de f(z) é o valor x5 dado por
~xof(ry) — w1 f(20)  (0.7)(0.1033) — (0.8)(—0.0648)

= = — 0.7383.
27 T (@) — f(xo) 0.1033 + 0.0648

Teste de parada:

DT 0048 > 0.001 e |20
T2 T2

| = 0.052 > 0.001.

O processo continua.
Segunda iteragao:
Temos que
f(zg) = £(0.7383) = —0.0013.

Segue que f(xzg)f(z2) > 0. Portanto, o préximo intervalo serd [xs, z1]. Neste caso, a segunda
aproximacao para a raiz de f(x) é o valor z3 dado por
waf(n) — o f(s) | (0.7383)(0.1033) — (0.8)(—0.0013)

= — 0.7390.
BT T @) — (@) 0.1033 + 0.0013

Teste de parada:
T3 — T2

| | = 0.00095 < 0.001.
T3
Portanto, o processo deve parar e a solucao aproximada ¢ dada por a = 0.7390.
Exemplo 2.6.2 Use o método da falsa posi¢cao para determinar uma raiz real da equagao
2 —x—1=0,

com um erro relativo inferior a 0,01 ou usando quatro iteragoes.
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3 —x—1, segue que f possui uma raiz real no intervalo

Solugao: Definindo a fungao f(z) = x
[1,1.5]. Isto pode ser visto graficamente ou notando que f(1)f(1.5) <0, ja que f(1) =—1e
£(1.5) = 0.875.

Usaremos o algoritmo do método da Falsa Posi¢ao com o intervalo inicial [1,1.5].
Primeira Iteracao.

A primeira aproximagao é

L (Df(15) = (LB (1) (1)(0.875) — (1.5)(~1)  2.375

e f(1.5) — f(1) o 0.875 — (—1) =187 1.26667.

Sendo f(z1) = f(1.26667) = —0.23437 > 0 e f(1) = —1 < 0, segue que f(1)f(1.26667) > 0.

Logo o intervalo que contém a raiz é [1.26667,1.5]. O erro relativo neste caso é

1.5 — 1.26667
e = |0

= 0.15555 > 0.02.
1.5 |

Como o erro é maior que a tolerancia, o processo continua.
Segunda Iteracao.
A segunda aproximacao é
(1.26667) f(1.5) — (1.5) f(1.26667)  (1.26667)(0.875) — (1.5)(—0.23437) 1.4598

_ _ = = 1.3159.
i F(1.5) — f(1.26667) 0.875 — (—0.23437) 1.10937

Sendo f(z9) = f(1.3159) = —0.0373 > 0 e f(1) = —1 < 0, segue que f(1)f(1.3159) > 0.
Logo o intervalo que contém a raiz é [1.3159, 1.5]. O erro relativo neste caso é

1.5 —1.3159

—0.1227 > 0.02.
5 =

€y — ‘
Como o erro é maior que a tolerancia, o processo continua.
Terceira Iteragao.
A terceira aproximacao é

(1.3159) f(1.5) — (1.5)£(1.3159)  (1.3159)(0.875) — (1.5)(—0.0373)  1.20735

_ = = 1.3234.
F(1.5) — f(1.3159) 0.875 — (—0.0373) 0.9123

T3 =

Sendo f(x3) = f(1.3234) = —0.0056 > 0 e f(1) = —1 < 0, segue que f(1)f(1.3234) > 0.
Logo o intervalo que contém a raiz é [1.3234,1.5]. O erro relativo neste caso é
—1.3234

1.5
63:|1—

S| = 0.1178 > 0.02

Como o erro é maior que a tolerancia, o processo continua.
Quarta Iteracao.
A quarta aproximagao é
(1.3234)f(1.5) — (1.5) f(1.3234)  (1.3234)(0.875) — (1.5)(—0.0056)  1.166375

_ - = = 1.3245.
= F(1.5) — £(1.3234) 0.875 — (—0.0056) 0.8806

40



Sendo f(z3) = f(1.3245) = —0.00093 > 0 e f(1) = —1 < 0, segue que f(1)f(1.3245) > 0.
Logo o intervalo que contém a raiz é [1.3245,1.5]. O erro relativo neste caso é

1.5 —1.3245
ey = |22

=0.117 > 0.02.
1.5 |

O erro ainda é maior que a tolerancia. No entanto, com quatro iteracoes, a solucao procurada
é o~ 1.3245.

O algoritmo para o método da Falsa Posicao usado no Matlab para determinar a raiz da
fungao f(x) =z — cos(x) é descrito na Sec¢ao 8.3 do Capitulo 8.

2.7 Aproximacao Linear

A equagao da reta tangente & uma curva f num ponto (zg, f(xo)) é dada por

y = f(xo) + f'(w0)(x — 20).

Neste caso, dizemos que a reta tangente é a aproximagao linear da funcao f na vizinhancga
de z = g e escrevemos

f(x) = f(zo) + f'(z0)(x — 20).

O erro cometido nessa aproximacao ¢ dado por
erro = |valor aproxrimado — valor exatol.

Exemplo 2.7.1 Calcular um valor aproximado para /25, 4.

Solugao: Considere a fungao f(x) = /x. Temos que

Usando aproximacao linear, podemos escrever
1
2, /Lo

Tomemos xy = 25 (pois 25 é o nimero mais préximo de 25,4 que possui raiz exata). Substi-

VT~ [T +

(z — o). (2.7)

tuindo x = 25,4 e xy = 25 em (2.7), segue que

1 1
V25,4~ /25 + —— (25,4 — 25) =5+ —(0,4) = 5, 04.

Sabendo-se que /25,4 = 5,039841..., o erro cometido é dado por

erro = 15,04 — 5,039841...| = 0,000159.
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2.8 Sistemas de Equacoes Nao Lineares

2.9 Exercicios

1) Encontrar uma raiz do polinémio f(z) = z°—3z+1 no intervalo [0, 1] com trés algarismos
exatos e com um erro que nao ultrapasse 0,001. Sugestao: Use o método de Newton-
Raphson com xy = 0, 5.

2) Dada a funcido f(z) = 2? + Inz — 2, encontrar um nimero « € [1,2] tal que f(a) = 0.
Sugestao: Use o método de Newton-Raphson com xy = 1, 2.

3) Usando aproximagao linear, calcule um valor aproximado para os seguintes nimeros:

a) /36,7 b) V103 c) V15  d) cos(43°)  e) sen (88°)  f) sen (0,5432).
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Capitulo 3

Métodos Exatos e Iterativos para
Resolucao de Sistemas Lineares

3.1 Introducao

Uma equagao ¢ dita linear se em cada termo da equacao possui no maximo uma variavel e
se cada variavel possui no maximo poténcia um.

Um sistema de n equacgoes lineares ou um sistema linear de ordem n ¢é um sistema
formado por n equacgoes lineares envolvendo n varidveis.

A forma de um sistema de n equacoes e n incognitas é

a1, + a9 + ...+ a1, = by
911 + Q929 + ... + GonTn : ba (3.1)
Ap1T1 + oo + ...+ appt, = bp
o qual é representado na forma matricial por
AX =B, (3.2)
onde
a1 Q2 ... Qip by T
S e R BT Bl B I R CE)
a;ﬂ a;g . a,.m b‘n :L‘n

A matriz A é chamada de matriz dos coeficientes, B de matriz (ou vetor) dos termos inde-
pendentes e X de matriz (ou vetor) solugao.

Uma solugao do sistema (3.1) é um vetor X = (1,2, ...,%,) que satisfaz esse sistema.
Um sistema linear pode ter uma unica solucao, pode ter infinitas solugoes ou pode nao
possuir solugao.
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A classificacao de um sistema linear é feita em funcao de seu ntimero de solugoes. Quando
o sistema possui uma unica solugao, dizemos que ele é um sistema possivel e determi-
nado. Quando possui infinitas solugoes, dizemos que é um sistema possivel e indetermi-
nado. E quando o sistema nao possui solugoes, dizemos que ele é um sistema impossivel.
Por exemplo, dados os sistemas

tty =6 vy =1 r+y =6
I 11 11
<>{x_y _5 ( ){2x+2y =2 ( ){:c+y =4

podemos ver que (I) é um sistema linear possivel e determinado, pois possui uma unica
solugdo dada por X = (4,2). O sistema (II) é um sistema linear possivel e indeterminado,
pois possui infinitas solugées da forma X = (x,1 —x) para todo z. J4 o sistema (III) é linear
impossivel, pois nao possui nenhuma solucao.

Nosso objetivo aqui é desenvolver métodos numéricos para resolver sistemas lineares de
ordem n que possuem solugao tnica. Tais sistemas satisfazem a condi¢ao det(A) # 0, onde
A é a matriz dos coeficientes do sistema. Esses métodos numéricos se dividem em dois tipos:
Métodos exatos ou diretos, que fornecem a solucao do sistema através de um numero
finito de operacoes e métodos iterativos, que fornecem a solugao do sistema, com uma
dada precisao, a partir de uma sequéncia de aproximacoes para o valor do vetor solucao, até
que seja obtido um valor que satisfaga uma precisao pré-estabelecida.

Nos métodos exatos, destacamos o método de Gauss, Método da eliminacao de Jordan
e 0 método de decomposicao LU. Nos métodos iterativos destacamos o método de Jacobi-
Richardson e o método de Gauss-Seidel.

Veremos a seguir como usar cada método numérico para determinar a solugao de um
sistema linear de ordem n.

3.2 Meétodos Exatos

3.2.1 Solugao de Sistemas Lineares Triangulares

Um sistema linear de ordem n ¢é dito triangular inferior se possui a forma

1177 = b
2171 + A22T2 = by

(3.4)
A1 L1 + oo + ... + ATy, = by

onde a; # 0, i =1,2,...,n. A solu¢ao de um sistema linear inferior é obtida por substituigao
direta, ou seja, primeiro determina-se o valor de x; na primeira equacao, depois substitui o
valor de x; na segunda equacao e determina-se o valor de x5, e assim por diante. Em geral,
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para resolver um sistema linear triangular inferior, podemos usar as férmulas:

by
r =—-—
an
1 i—1
xr;, = —<bl— Zai]’{lfj>, Z:LQ,...,R.
i1 j=1

Um sistema linear de ordem n ¢é dito triangular superior se possue a forma

a1 + ajore + ...+ Aipnlny = bl
A92T9 + ...+ AopTy = b2

(3.5)
Apndn = bn

ondea;; # 0, 1 =1,2,...,n. A solucao de um sistema linear superior é obtida por substituicao
retroativa, ou seja, primeiro determina-se o valor de x,, na ultima equagao, depois substitui
o valor de x, na peniltima equacao e determina-se o valor de z,,_1, e assim por diante. Em
geral, para resolver um sistema linear triangular superior, podemos usar as formulas:

bn,
Tp = —),
Apn
1 n
T; = _(bz_ Z aijxj), z:n—l,n—Q,..-,l.

Exemplo 3.2.1 Determine a solucao do sequinte sistema

201 + 319 — 323 +x14 =06
To + X3 — 224

T3 — T4 =1
214 =8

Solucao: Resolvendo a quarta equacao encontramos z, = 4. Substituindo x4 = 4 na terceira
equagao, obtemos
r3—4=1 = x3=0>,.

Substituindo x4 = 4 e x3 = 5 na segunda equagao, obtemos
zo+ (5) —2(4) =2 = x9=05.
Substituindo x4 = 4,x3 = 5 e x5 = 5 na primeira equagao, obtemos
2¢1+3(5)—=30B)+(4)=6 = ;=1

Logo a solugao do sistema é o vetor X = (1,5,5,4).
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3.2.2 Método de Eliminacao de Gauss

O Método de Eliminagao de Gauss ou Método de Gauss Simples, consiste em trans-
formar um sistema linear dado num sistema linear triangular superior equivalente, através
de operacoes elementares sobre as linhas do sistema original.

O sistema equivalente é obtido através de repetidas operacoes. Essas operagoes, em geral,
constitui-se em substituir uma equacao pela diferenca entre essa mesma equagao e uma outra
equacao multiplicada por uma constante nao nula.

Passos para o Método de Eliminacao de Gauss

Inicialmente, escrevemos a matriz ampliada do sistema (3.1) cuja forma é

a2 ... G, by

a1 G2 ... G2, by
A=

Anl Qp2 ... Qpp by

Colocaremos a seguir o procedimento para determinar a solu¢ao do sistema (3.1) usando o
método de eliminacao de Gauss.

1° Passo: Zerar os coeficientes de 7 presentes nas linhas 2,3,...,n (ou seja, fazer as =
azy = ... = a1 = 0). Isso é feito da seguinte maneira:

e Substituimos a linha 2 (Ly) pela combinagao linear Ly — %Ll;
a11

e Substituimos a linha 3 (L3) pela combinagao linear Ls — %Ll;
ai

a
e Em geral, substituimos a linha n (L,,) pela combinacao linear L,, — LY g
a1

Dizemos que o elemento a1 é o pivor.
Caso algum elemento a; = 0, procurar outra linha k onde ag; # 0 e trocar tais linhas.
Caso nao exista a linha k, o sistema linear nao possui solucao.

2° Passo: Zerar os coeficientes de xo presentes nas linhas 3,4, ...,n da nova matriz for-
mada apods o 1° passo. Neste caso, o pivor é o elemento a9 da nova matriz e o procedimento
é feito da seguinte maneira:

o . . . -~ s as2
e Substituimos a linha 3 da nova matriz pela combinacao linear L3 — — Lo;
az2
e . . -~ s a42
e Substituimos a linha 4 pela combinacao linear L, — — Lo;
a2z

o . . -~ 9 An2
e Em geral, substituimos a linha n pela combinacao linear L,, — —— L.
a22

46



O procedimento continua até o passo n — 1.

(n-1)° Passo: Zerar os coeficientes de x,_; presentes na linha n (ou seja, fazer a,, = 0).
Neste caso, o pivor é o elemento a,_1,-1 € 0 procedimento ¢ feito da seguinte maneira:

o, . . . ~ . Apn—1
e Substituimos a linha n pela combinacgao linear L,, — ———1L;,_1.

An—1,n—1
Exemplo 3.2.2 Use o Método de Eliminacao de Gauss para resolver o sistema linear
6%1 + 21’2 — I3 =7

2.131 -+ 4.1’2 + x3 =7
3ZE1 + 21‘2 + 81‘3 =13

Solucao: A matriz ampliada é

6 2 -1 7
Ma = 2 4 1 7
3 2 8 13

1° passo: Como a;; = 6 # 0 podemos usar esse elemento como pivor inicial. Eliminaremos

os coeficientes de z; que aparecem na 2% e 3% linhas (no caso ay; = 2 e az; = 3). Fazemos

. . . . ~ . 21 S

isto substituimos a linha 2 pela combinacao linear Ly — —L; = Ly — =L, e substituimos
a1

a 1

a linha 3 pela combinacao linear L3 — ﬁL1 = L3 — §L1. Fazendo isto, obtemos a matriz
an

equivalente

—_
-3

6
Mal = 0
0

=)
vo|Feors |
—
©

10

2° passo: O procedimento agora deve ser feito em relagao a matriz Mal. Como ayy = — # 0

podemos usar esse elemento como pivor da matriz Mal. Eliminaremos os coeficientes de x5
que aparecem na 3% linha da matriz Mal (no caso azgys = 1). Fazemos isto substituimos a

a
linha 3 pela combinacao linear L3 — ELQ = L3 — ELQ. Fazendo isto, obtemos a matriz

) a2z
equivalente
6 2 -1 7
_ 10 4 14
00 % T

Com isto temos o novo sistema linear equivalente

6x1+ 219 — 23 =7
10 4 _ 14
?I'Q + §$3 = =
Esse novo sistema equivalente ao original ¢é linear e triangular superior cuja solugao xr; =
xe = x3 = 1. Logo a solucao do sistema original é X = (1,1, 1).
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Exemplo 3.2.3 Use o Método de Eliminacao de Gauss para resolver o sistema linear

3.%1 + 3%’2 + 23 7
2.731 + 2.732 — T3 = 3
)

Solugao: A matriz ampliada é

3 3 1 7
Ma=1|2 2 -1 3
1 -1 5 5

1° passo: Como a;; = 3 # 0 podemos usar esse elemento como pivor inicial. Eliminaremos
os coeficientes de 1 que aparecem na 2* e 3* linhas (no caso as; = 2 e az; = 1). Fazemos

a
isto substituimos a linha 2 pela combinacao linear Lo — ﬂL1 =Ly — ng e substituimos
a1
a 1
a linha 3 pela combinacgao linear L3 — =Ly — ng. Fazendo isto, obtemos a matriz
aii
equivalente
3 3 1 7
_ 5 5
0 -2 3 3

2° passo: Vemos que o elemento ase da matriz Mal é nulo. Por isto, nao podemos usar o
método com essa matriz. No entanto, podemos permutar as linhas 2 e 3 da matriz Mal.
Com essa permutagao teremos a nova matriz

3 3 1 7

_ 14 8

MCLQ = 0 -2 ?5 35

00 =5 —3

que ja esta na forma triangular.
Neste caso, o sistema equivalente é
3.731 + 31’2 + Trs = 7

—31’2 + %1’3 = % .

—373 = — 3

cuja solugdo é x1 = xo = x3 = 1. Logo a solucdo do sistema original é X = (1,1, 1).

3.2.3 Método de Eliminacao de Gauss com Pivotamento Parcial

No método de Eliminacao de Gauss, varios produtos com os multiplicadores sao efetuados.
Analisando a propagacao de erros de arredondamentos para o algoritmo de Gauss, percebe-
mos que todos os multiplicadores devem ser menores que 1 em médulo, ou seja, o pivo deve
ser o elemento de maior valor absoluto da coluna (inclusive) para baixo.
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O Método de Eliminacao de Gauss com Pivotamento Parcial, consiste em es-
colher na coluna correspondente, em cada passo, o elemento de maior valor absoluto, da
diagonal (inclusive) para baixo, e fazer uma permutacao nas equagoes do sistema, de modo
que esse elemento venha a ocupar a posicao de pivo.

Exemplo 3.2.4 Use o Método de Eliminacao de Gauss com Pivotamento Parcial para re-

solver o sistema linear
{ 0.0001xzy + 1.0029 = 1.00

1.00z; + 1.00z2 = 2.00

usando trés digitos significativos em todas as operagoes.

Solugao: Devemos colocar, na posicao de pivo, o elemento de maior valor absoluto da
primeira coluna e depois usar o método de eliminacao de Gauss. Neste caso, a matriz
ampliada modificada é

1.00 1.00 2.00
0.0001 1.00 1.00

0.0001
Substituindo a segunda linha (Ls) da matriz ampliada modificada por Ly—

1.00 1.00 2.00
0.00 1.00 1.00
que ja esta na forma triangular. Neste caso, o sistema equivalente é

{ 1.00z; + 1.00z, = 2.00

L1, teremos

a nova matriz

1.00z, = 1.00

Y _ 1.00 .
1.00

Essa solucao é bem proxima da solucao exata que é
1.00010
X = .
< 0.99990 >

1. No exemplo anterior, se usarmos o método de eliminacao de Gauss com trés digitos

cuja solucao é

Observacgao:

significativos, teremos a matriz ampliada

(0.000100 1.00 1.00)

1.00 1.00 2.00
o . . . 1.00
Substituindo a segunda linha (Ls) da matriz ampliada por Ly — ————— L4, teremos

. 0.000100
a nova matriz

0.000100  1.00 1.00
0.00 —10000 —10000
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que ja esta na forma triangular. Neste caso, o sistema equivalente é
—10000z4 = — 10000

(1)

Neste caso, a solucao é bem diferente da solugao exata.

{ 0.000100z; + 1.00xy = 1.00

cuja solucao é

2. A Matriz de Hilbert é conhecida por produzir um exemplo de um sistema linear que,
se nao utilizarmos pivotamento, a solucao obtida podera estar completamente errada.
Os elementos desta matriz sao dados por

1
ajj = ————, 1,7 =1,2,...,n.
14+5—1

Por exemplo, a matriz de Hilbert de ordem 4 é dada por

R W= =
GRS RP W[N]~
O = U= = Qo=
OOt s =

Exemplo 3.2.5 Use o Método de Eliminacao de Gauss com Pivotamento Parcial para re-

solver o sistema linear
2ZE1 + 51‘2 + 31‘3 =8

5!E1+2[L’2+$3 =7
1+ 32,4+ 623 =13

Solugao: Devemos colocar, na posicao de pivo, o elemento de maior valor absoluto da
primeira coluna e depois usar o método de eliminacao de Gauss. Neste caso, a matriz
ampliada modificada é
52 1 7
25 3 8
1 3 6 13

—_

Substituindo a segunda linha (Ls) da matriz ampliada modificada por Ly — %Ll e a terceira
linha (L3) por Ly — £ Ly, teremos a nova matriz

5 2 1 7

21 13 26
0 153 259 558
05 5 5
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Substituindo a terceira linha (Ls) por Ly — 32 L,, teremos a nova matriz

5 2 1 7
21 13 26
0 5 & i
0 0 55 37
O sistema triangular equivalente é
5.T1 + 2[L’2 + Z3 =7
01’1 + %LEQ + %l‘g == %
Ox1 + 0o + %273 = %

cuja solucao é
$1:1, ZL’QZO, 1'3:2.

3.2.4 Meétodo de Jordan

Chamamos de sistema diagonal ao sistema que possui os elementos a;; da matriz dos
coeficiente iguais a zero, para ¢ # 7, 1,7 = 1,2,...,n, ou seja, um sistema cuja matriz dos
coeficientes possui a forma

aiy 0 0 0
0 929 0 0
0 0 as33 0
0 0 0 ... apy

O Método de Jordan consiste em efetuar operacoes sobre as equagoes do sistema original,
com a finalidade de obter um sistema diagonal equivalente.

Exemplo 3.2.6 Use o Método de Jordan para resolver o sistema linear

5ZE1 —f- 2ZE2 + 3ZL‘3 = ]_
T+ 51132 + x5 =1
201 +3x9 + 223 =4

Solucao: A matriz ampliada do sistema é

5 2 3 1
1 511
2 3 2

1° Passo: O primeiro pivo é o elemento a;; = 5. Neste caso, devemos zerar os elementos
as1 = 1 e az; = 2. Para isto, substituimos a linha Ly por Lo — %Ll e a linha Lg por L3 — %Ll.
Fazendo isto, teremos a seguinte matriz

5 2 3 1

23 2 4
A A
0 5 5 5

ot
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2° Passo: O pivo agora é o elemento agy = % Devemos zerar os elementos aj;o = 2 e

Q39 = % Para isto, substituimos a linha L; por L; — %Lg e a linha L3 por L3 — %Lg.

Fazendo isto, teremos a seguinte matriz

5

15
A
0 0 55 5
3° Passo: O pivo agora é o elemento agz = %. Neste caso, devemos zerar os elementos

a3 = % € Qo3 = % Para isto, substituimos a linha L; por L; — %Lg e a linha L, por
Lo — %Lg. Fazendo isto, teremos a seguinte matriz

5 0 0 —20

23 14661
o b u &
00 55 5

A matriz equivalente esta na forma diagonal e o sistema diagonal equivalente é dado por

2 Z L8
233 = 939
cuja solucao é
460 46 37
— _—_—  — _928571 = —— = —0.2857 = — = 5.2857.
T 161 ) X2 161 € T3 7

3.2.5 Decomposicao LU

O Método de Decomposicao LU consite em fatorar a matriz dos coeficientes A em um
produto de duas matrizes L e U, onde L deve ser uma matriz triangular inferior e U uma
matriz triangular superior. Ou seja, dada a matriz

a1 Q12 ... Qi

g1 G2 ... Q2p
A=

Ap1 Gp2 ... Gpp

a decomposicao LU consiste em escrever

A= LU,
onde
1 0 0 0 U Ua Uiz ... Upy,
Loy 1 0 ... 0 0 Uy Uz ... Us,
L = L3y Lso 1 ... 0 e U= 0 0 Uss ... Us,
Lnl Ln2 Ln3 1 0 0 0 Unn
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Os elementos das matrizes L e U sao obtidos calculando os elementos das linhas de U e os
elementos das colunas de L, seguindo a seguinte ordem:

12 linha de U: é obtida fazendo o produto da 1* linha de L por todas as colunas de U
e igualando aos elementos da 1* linha de A. Assim, teremos

1.Uhw =an = Un=ai,
1.Uis = a1 = Up = a19,
1~U1n = Qi = Uln = A1p.

Conclusao: Uy; = aq5, j=1,2,...,n.

12 coluna de L: é obtida fazendo o produto de todas as linhas de L (a partir da se-
gunda) pela 1* coluna de U e igualando aos elementos da 1* coluna de A (abaixo da diagonal
principal). Assim, teremos

a1

Loy.Uyy = a1 = Lo = —,
Un
a31

L33 Uy =as1 = Lg=—,
Un
an1

LaywUnhn=an = Ly=—.
Un

~ ai1 .
Conclusao: L = , 1 =2,3,...,n.
Un

22 linha de U: é obtida fazendo o produto da 2? linha de L por todas as colunas de U
(a partir da segunda) e igualando aos elementos da 2* linha de A (da diagonal principal em

diante). Assim, teremos

Lo1.Uia + Uy = azs = Uz = aga — L1Uyo,
Lo1. Uiz + Uss = as3 = Usz = as3 — Las3Uss,

Loy .Uy + Uy, = agp, = Uy = agy — Loy Uyy,.

Conclusao: Ugj = Q25 — LglUlj, ] = 2,3, .

22 coluna de L: é obtida fazendo o produto de todas as linhas de L (a partir da ter-
ceira) pela 2* coluna de U e igualando aos elementos da 2* coluna de A (abaixo da diagonal
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principal). Assim, teremos
L31.Ura + LUy = a39 = Lzgg= ——77,

L41-U12 + L42'U22 = Q42 = L42 = 77

Ly1.Uig + Lpo.Usg = ana = Lyg =

~ aip — LinUry .
Conclusao: Ly = ————=, i=23,4,...,n.
Usg

Seguindo com o processo, concluimos que os elementos das matrizes L e U podem ser
obtidos a partir das formulas:

i1
Uj = aij— > LUy, 1 <,
k=1
1 =1 L
Ly = —<sz - LikUkj>a v> -
Uj; =1
E necessario saber em que condicoes podemos decompor a matriz A no produto LU.
Essas condigoes sao dadas no Teorema a seguir.

Teorema 3.2.1 Sejam A = (a;;) uma matriz quadrada de ordem n e Ay as sub-matrizes
de A formadas pelas k primeiras linhas e k primeiras colunas de A. Se det(Ag) # 0 para
k=1,2,...,n—1, entdo existe uma unica matriz triangular inferior L = (L;;), com Ly, =
Lyy = ... = Ly, = 1 € uma tnica matriz triangular superior U = (U;;), tal que A = LU.
Além disso, det(A) = Uy1Usy...Upy,.

A aplicacao da decomposicao LU na resolugao de sistemas lineares pode ser feita da
seguinte forma: Considere um sistema AX = B, de ordem n, de tal forma que este sistema
seja possivel e determinado e que A satisfaga as condigdes de decomposicao LU. Entao
podemos escrever o sistema na forma LUX = B. Assim, temos transformado um sistema
linear AX = B num sistema linear equivalente LUX = B, cuja solucao é facilmente obtida.
Fazendo UX =Y, teremos o sistema LY = B. Neste caso, a solucao do sistema LUX = B
¢é obtido resolvendo dois sistemas triangulares: LY = Be UX =Y.

Exemplo 3.2.7 Considere a matriz
5 2 1
A=1 31 4
1 1 3

a) Verifique se A satisfaz as condi¢oes de decomposi¢ao LU;
b) Decomponha A em LU;
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c) Use a decomposicio LU do item b) para calcular o determinante de A;
d) Use a decomposi¢ao LU do item b) para resolver o sequinte sistema

5$1+2$2+$3 =0
3ZE1+JI2+4I3 = -7
T1+ 29 +3x3 = —0b.

Solucgao:
a) As sub-matrizes Ay de A sdo

A=(5) o A2:<g f)

Como det(A;) =5 # 0edet(Az) = —1 # 0, a matriz A satisfaz as condi¢oes de decomposigao
LU.
b) Devemos ter a decomposicao A = LU, onde

1 0 0 Un U U
L= L21 1 0 (S U= 0 U22 U23
L3 L3y 1 0 0 Uss

Para obter a 1* linha de U usamos a férmula U;; = a;;, com j=1,2,3. Neste caso, temos
Un=an1=5 Up=a32=2¢ Usg=a3=1

P Qi1 .
Para obter a 1* coluna de L usamos a formula L;; = o com i=2,3. Neste caso, temos
11

921 3 asy 1
L = — = — L = — = —
21 Uy 5 € 31 Uss 5
Para obter a 2* linha de U usamos a férmula Us; = as; — Lo1Uy;, com j=2,3. Neste caso,
temos
3 1 3 17
Usg =ap — LayUis=1—2(2)=—2 e Up=ap— LulUi=4—-(1)=—.
5t 5t ) 5
a . _ aip — LinUso -
Para obter a 2% coluna de L usamos a férmula L;» = BT 1 = 3. Neste caso, temos
22
1
Loy 082~ L31Ura N 5(2> _3
32 UQQ _1
5
Para obter a 3* linha de U, temos
1 17
U33 = a33 — L31U13 — L32U23 = 3 — 5(1) — (—3); == 13
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Logo, teremos as matrizes

1 0 5 2 1
_ _ 7
L=|2 1 0 e U=|0 -1 ¥
L3 0 0 13

c) Temos
det(A) = U11U22U33 = (5)(—%)(13) = —13.

d) A solugao X = (z1,x9,x3) é obtida resolvendo os dois sistemas triangulares: LY = B e
UX =Y, onde Y = (y1,y2,y3) deve ser determinado.

1° passo: Resolver o sistema LY = B.

O sistema LY = B possui a seguinte forma matricial:

1 0 0 1 0
% 1 0 Yo = -7
: =31 Ys -5

Donde obtemos o seguinte sistema equivalente:

Y1 =0
2y + = =7
s91—3ya+ys = — 5.
A solucao y; = 0, yo = —7 e y3 = —26 ¢é encontrada facilmente resolvendo o sistema

triangular inferior.
2° passo: Resolver o sistema UX =Y.
O sistema UX =Y possui a seguinte forma matricial:

5 2 1 T 0
0 —% %7 i) = -7
0O 0 13 T3 —26

Donde obtemos o seguinte sistema equivalente:

51’14—251324-1’3 =0

—%.Z'Q + %7373 = -7
1325 = — 26.
A solugao x1 =0, x5 = 1 e x3 = —2 é encontrada facilmente resolvendo o sistema triangular
superior.
Logo a solucao do sistema é
0
X = 1
—2



3.3 Meétodos Iterativos

Considere um sistema linear da forma AX = B, onde A é uma matriz quadrada de ordem
n, X é o vetor n X 1 que representa as variaveis e B é o vetor n X 1 que representa os termos
independenets, isto é,

Os métodos iterativos tem a fungao de transformar o sistema AX = B num sistema da
forma X = CX + D, onde C é uma matriz quadrada de ordem n chamada de matriz de
iteragao e D é um vetor n x 1 formado apés a transformacao.

Neste caso, os métodos iterativos consiste em tomar uma aproximacao inicial XV e, a
partir desta, determinar uma sequéncia de aproximacoes da forma

XMl —coX*+ D, k=1,2,3,..,n

Dependendo da forma da matriz C' a sequéncia gerada pelo processo iterativo pode ou nao
convergir para a solucao do sistema. Por isso, é necessario, em cada método, utilizar um
teste de convergéncia do processo iterativo usado. Também é necessario ter um critério de
parada para que o processo nao torne-se infinito.

Aqui, estudaremos o Método Iterativo de Gauss-Jacobi e o Método Iterativo de Gauss-
Seidel.

3.3.1 Meétodo de Gauss-Jacobi

Considere o sistema linear AX = B na forma

(a2 + a19Te + 1323 + ...+ AT, = by

a91T1 + A929T9 + a923X3 4+ ...+ AonTn = b2

az1T1 + a3z + azsrs + ... + a3y = b3 (3.6)
\ U1 T1 + ApaTo + Ap3T3 + ...+ QT = by,

onde os a; # 0 para i = 1,2, ...,n. Isolando os z; em cada equagao, obtemos

1
rr = _(bl — 1272 — 133 — ... — alnxn)
ail
1
To = —(bz — @211 — Q2373 — ... — a/2nxn)
a2
1
r3 = —(bs — (3171 — A32T2 — ... — ClsnIn)
ass3
1
Ty = (bn — Ap1T1 — ApaT2 — ... — annflxnfl)-
CL?’LTL
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Este novo sistema pode ser escrito na forma matricial

_ai2  _ a1 _ain b
1 0 ail ain 7 ail Z1 ail
_a21 __ag3 _G2n by
L2 a22 0 aze " a2 T2 a2z
= - _am _aan b

xT: = 23l 0 o T . .

3 as3 as3 as3 3 + ass (3 7)

'ZL‘?’L _ an _ ZnQ _ Z'n3 . 0 I»n abn
nn nn nn nn

Assim, transformamos o sistema linear AX = B no sistema X = CX + D.
Dado o sistema (3.6), o Método Iterativo de Gauss-Jacobi consiste em determinar
uma sequencia
X0 — (xgk), x(zk), ™) k=123, ..

n

a partir de valores iniciais
X0 = (xgo),:z:go), 7Oy,

usando o processo iterativo

1
xgkﬂ) = —(b — a12$§k> — a13x;(>,k) ... a/lnl‘q(zk))
a11
1
k k K
mg +1) —(by — amxg ) _ a23$§, ) _ = aqu({c))
22
1
x:(;kﬂ) = —(bs— a31I§k) — a32wgk) ... a3nl‘£zk))
a33
xq(lk-ﬁ-l) _(bn — Ap1T1 — ATy — ... — ann—lxgg—)l)'
ann

Critério de Parada

Dada uma tolerancia € > 0, o processo iterativo de Gauss-Jacobi deve parar quando o
seguinte teste for satisfeito:
max(| X k+D — x*)))
max(| X 1)

onde € é uma precisio prefixada, X*® ¢ X*+1) g30 duas aproximacoes consecutivas para a
solucao do sistema.

<€, (3.8)

Critérios de Convergéncia
Vejamos abaixo alguns critérios de convergéncia para o método de Gauss-Jacobi.

Teorema 3.3.1 (Critério das Linhas) Considere o sistema linear AX = B como em

(3.6). Se
(g 3 e} <

el 35k

entdo o Método de Gauss-Jacobi gera uma sequéncia X*®) que converge para a solugdo do
sistema.
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Teorema 3.3.2 (Critério das Colunas) Considere o sistema linear AX = B como em

(3.6). Se
s (o 32 leal} <1

ik i=1, itk

entdo o Método de Gauss-Jacobi gera uma sequéncia X*® que converge para a solu¢do do
sistema.

Teorema 3.3.3 (Critério da Matriz Estritamente Diagonalmente Dominante)
Considere o sistema linear AX = B como em (3.6). Se A é uma matriz estritamente
diagonalmente dominante, isto €, se

n

Z ‘(Zz'j| < |a'ii|> 1=1,2, o, n
J=1, j#i

entdo o Método de Gauss-Jacobi gera uma sequéncia X que converge para a solu¢do do

sistema.

Exemplo 3.3.1 Resolver o sistema

10$1+2$2+$3 =7
T + 5ZE2 + T3 = — 8
221 + 329 + 1023 =6

pelo método de Gauss-Jacobi, com X©) = (1—707 —%, %) e uma tolerancia € = 0.01.

Solucgao: Vejamos que a matriz dos coeficientes do sistema é estritamente diagonalmente
dominante. De fato, temos

laia] + |aiz] = 2] + |1] = 3 < 10| = |an|;

lag1| + |ags| = |1 + |1] = 2 < |5] = |agel;
‘CL31| + |a32| = ‘2’ + |3’ = 5 < |10| = |CL33|.

Logo, o processo iterativo de Gauss-Jacobi é convergente.
O processo iterativo é montado isolando as variaveis x1,x, e x3 das trés equagoes do
sistema, respectivamente. Neste caso, teremos

k1 1 k k

4 = L o)

k 1 k k

" = (8- — ) (3.9)
k1 1 k k

xg+) = 1—0(6—2x5)—3x(2)).
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A aproximagdo inicial ¢ X = (L —2 3) e a tolerancia é € = 0.01.

10°

1* Aproximacgao

Fazendo k = 0 em (3.9), teremos a 1* aproximaciao X = (avg ), xé ), xél)), onde
v _ Lo o0 o _ L, 16 3. 24 ..
. o722 —m) =Tty =g =5 =0
1 7T 3 93
(1) (0) ©
= (8- ) = S(—8— = ) = 20— 186
Lo 5( Iy T3") 5( 10 5) 50
(1) 1 (0) (0) 1 7T 24 47
N = 6—2 -3 =—b—-—=-4+—)=—==09%4
"3 100720 m3n ) = [0 =gt =5

Para verificar o critério de parada, vejamos que

24 T 13

25 10 50

W_xo_| _s | _[ & |- _
)( )( - 50 5 - 50
47 3 17

50 5 50

Portanto, usando (3.8), temos

max(|X® - XOp) & 17

= = (0.1828 > e.
max(| X D)) 9~ o3 ‘
O processo continua.
22 Aproximacao
Fazendo k = 1 em (3.9), teremos a 2* aproximacdo X = (x?), xg ), xéQ)) onde
1 1 93 47 489
@ = —(7—22 -2}V T4+ - ) =2 =0.978
. 0l7 20— ) = 15T 58~ 55) = 500
@ _ 1 o w_ o _1 g 24 470 99 .
"2 S8 ma ) = 8 o 5 T TR
1 1 48 279 483
@ _ L o gy L — 0.966.
s 16— 2m =30 ) =156 = 55+ 55) = 50
Para verificar o critério de parada, vejamos que
489 24 9
500 25 500
2 1
x@ _ x@®) — _% — _% — _%
483 a7 13
500 50 500
Portanto, usando (3.8), temos
Y@ _ xy®)y 3 o
max(| D o5 2 0606 >

max (| X @) 2 33
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O processo continua.

32 Aproximacgao

Fazendo k = 2 em (3.9), teremos a 3* aproximacio X = (avgg), xé ), xg?’)) onde
@ 1 @) _ oy L, 99483 1007
= —(7—-2 T+ —=—-— = 0.9994
& o7~ 20 )= 30" 3%~ 500) ~ 5000
1 1 489 483 1243
(3) (2) (2)
= (8- )= (8- 20y o 270 ] 9888
" 8 —a) = 58 o~ 500) T s
(3) 1 (2) (2) 1 489 297 624
= —(6—-2 -3 - — = (0.9984.
*3 1627 =30 ) = 156 - 55+ 500 < 63
Para verificar o critério de parada, vejamos que
1997 489 107
5000 500 5000
3
xo-xe= | pe || om ||
624 483 81
625 500 2500
Portanto, usando (3.8), temos
X0G _ x@ 81 81
max( D T S
O processo continua.
4* Aproximacgao
Fazendo k = 3 em (3.9), teremos a 4* aproximacdo X® = (x§4), xg ), xf{l)) onde
1 1 2486 624 6237
W= (722 -y = — (1 = - — 0.9979
i w072~ ) = 150 58~ 535) ~ 62m0
w1 @ @, 1 4997 624, 49989
] Y (R i S 115
= 58— = o) = 58 = 5005 ~ 635’ = " 25000
1 1 4997 3729 24919
(4) (3) (3)
= —(6—22" —3 =—(6— = = (0.9968.
s 10(0 =207 =317 = 356 = 5556 * %25 ) = 25000

Para verificar o critério de parada, vejamos que

6237 4997 _ 37
6250 5000 25000

4 _ yv@ _ | 49989 | _ | _1243 | _ 269
X X = 25000 625 — | 25000
24919 624 41

25000 625 25000

Portanto, usando (3.8), temos

269
max(|X® — XO®)  Z 269
max (| X4

= = = 0.0054 < e.
) 19959~ 49989 ¢
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Neste caso, o processo deve parar. A solucao aproximada do sistema, com erro relativo
inferior a 0.01, é dada por
0.9979
X =1 —1.9996
0.9978

A solucao exata pode ser calculada diretamente no Matlab e é dada por

1
X = -2
1
Exercicio: Resolver o sistema
—71’1 + S.TQ + 2ZL’3 = —2
T+ 3[E2 — I3 =3
T+ X9 — 3![3 = —1

pelo método de Gauss-Jacobi, com X© = (0.5,0.5,0.5) e uma tolerancia ¢ = 0.1.

3.3.2 Meétodo de Gauss-Seidel

Dado o sistema linear (3.6), o Método Iterativo de Gauss-Seidel consiste em determinar
uma sequencia
X0 — (xgk), x(zk), ™) k=123, ...

n

a partir de valores iniciais
X(O) = (x§0)7 ajéO)’ R 7'7;(0))’

usando o processo iterativo

(k+1) 1 (k) (k)

k
xq = —(bl — 12Ty — A13T3 " — ... — alnf]:?(l ))
an
k+1) 1 (k+1) (k) k
Xy = —(bg — A217q — a23T3 " — ... — G/in',g ))
22
k1) _ 1 () (F+1) K
X3 = —(bg — A31T1° — A32T9 — ... Clgnl'gl ))
ass
1
k+1) (k+1)
xfm ) = —(by — 41T — ApaTa — ... — A1 T, 1)
ann
. . : . < (k+1
Notemos que, no processo iterativo de Gauss-Seidel, calcula-se o valor da aproximagao 371( 1)
e . ~ k+1)  (k+1 k+1) ., .
utilizando os valores das aproximagoes x§ * ), xé - ), e :1:5:{ ) ja calculadas. Por este motivo,

o método de Gauss-Seidel é também chamado de Método dos Deslocamentos Sucessi-
VOS.
Critério de Parada
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Dada uma tolerancia € > 0, o processo iterativo de Gauss-Seidel deve parar quando o

seguinte teste for satisfeito:
max(|z*+1) — 2(*)))

max ([ 1))

onde € é uma precisao prefixada, ™ e z*t1D sdo duas aproximacoes consecutivas para a

<€, (3.10)

solugao do sistema.

Critérios de Convergéncia

Para a convergencia do método de Gauss-Seidel, podemos usar o critério das linhas e o
critério da matriz estritamente diagonalmente dominante usado no método de Gauss-Jacobi.
Entretanto, se esses critérios nao forem satisfeitos, podemos utilizar o critério de Sassenfeld
que sera dado abaixo.

Teorema 3.3.4 (Critério de Sassenfeld) Considere o sistema linear AX = B como em
(3.6). O Método de Gauss-Seidel gera uma sequéncia X*) que converge para a solucio do
sistema se

max [ < 1,
1<k<n

onde o0s By sao calculados por recorréncia através da formula

(Zlakglﬁﬁ Z Iakj) <1, k=1,2,3,.

Jj=k+1

 Janl

Exemplo 3.3.2 Resolver o sistema

5$1+ZL‘2—|—$3 =5
3$1+4$2+£L’3 =6
3271 + 3]72 + 6&33 =0

pelo método de Gauss-Seidel, com X(©) = (0,0,0) e uma tolerancia ¢ = 0.01.

Solucgao: A matriz dos coeficientes do sistema nao é estritamente diagonalmente dominante,
pois
|az1| + [azs| = [3] + [1] = 4 = |ag|.

Vejamos agora se o critério de Sassenfeld é satisfeito. Temos

1 2
- 1 1) —04<1
b= (el lesl) = (| +11) =2
1
B = —(|a21|61+|a23|) (|3|(04)+|1|>:0.55<1
[ 4]

1

B3 =
|ass]

(|a31|61 + |a32|62) = (|3|(0 4) + |3](0. 55)) = 0.475 < 1.

6]
Segue que

max O = 0.55 < 1.

1<k<3
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Portanto, pelo critério de Sassenfeld, o processo iterativo de Gauss-Seidel é convergente.
O processo iterativo é montado isolando as variaveis x1,z2 e x3 das trés equagoes do
sistema, respectivamente. Neste caso, teremos

k+1 k k
37§+) = 5(5 xg)—xé))
1
2yt = (6= 3z — &) (3.11)
1
xgk+1) _ 6(_33:&1@“) B 3$gk+1)).

Tomemos X = (0,0,0) como aproximagao inicial e como tolerancia e = 0.01.

1* Aproximacgao
Fazendo k =0 e = ( 1 .1 1)

3. 11) teremos a 1% aproximacio X = (2}, 25", z3"), onde

—~

m
1 1 5
1 _ -(5 ):—(5—0—0):—:1
L1 5 5 5)
1 1 1 (0 1 3
M (= 3x5> ) = 7(6-301)=0) = 7 =075
1 1
$g1) = 6( — 3$§ ) 3:17%1)) = 6< —=3(1) - 3(0'75>) =2 = 087
Para verificar o critério de parada, vejamos que
1 0 1
X0 xO = 075 |- o0 |= 0.75
—0.875 0 —0.875

Portanto, usando (3.10), temos

max(|X® — X©))
max(| X M])

! 1>
=-= €.
1

O processo continua.

22 Aproximacgao

((2) (2 .(2)

Fazendo k =1 em (3. 11) teremos a 2* aproximacio X ® = (", 25,3 ), onde

| 1
o7 = 2 (5 ) = (5 —0.75 + 0.875) = 1.025
1 1
o = 7 (6 31 )) - Z—1(6 ~3(1.025) + 0.875) ~0.95
1 1
i = ( 32 — 3m§2)) - 6( ~ 3(1.025) — 3(0.95)) — 0.9875.
Para verificar o critério de parada, vejamos que
1.025 1 0.025
X® _x® = 0.95 —1 o7 | = 0.2
—0.9875 —0.875 01125
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Portanto, usando (3.10), temos

max(|X® — XW)) 0.2

- —0.1951 > €.
max(| X @) 1.025 -

O processo continua.

3% Aproximagao

Fazendo k = 2 em (3.11), teremos a 3* aproximagio X® = (z{¥ 2{¥ 2

Ty, Ty 5 Tg )7 onde

1 1
#” = = (5-af —af) = = (5~ 095+ 09875) = 1.0075
1 1
o) = Z(6 — 3z - (2)> = (6 3(1.0075) + 0. 9875> — 0.9913
1 1
2P = 6( 320 3x§3>) 6( 3(1.0075) — 3(0. 9913)) — —0.9994.
Para verificar o critério de parada, vejamos que
1.0075 1.025 —0.0175
X® _x® =1 09913 |- 0.95 = | 0.0413
—0.9994 —0.9875 —0.0119

Portanto, usando (3.10), temos

max(|X® — X@1])  0.0413

= =0.041 > e.
max(| X @) 1.0075 ‘

O processo continua.

4* Aproximacgao

Fazendo k = 3 em (3.11), teremos a 4* aproximacdao X = ( @ 20

xy,xy ,xy ), onde

1
A7 = : (5-af —af) = (5 0.9913 +0.9994) = 1.0016
1 1
oY = Z(6 3x§ C”) - Z<6 3(1.0016) + 0. 9994) — 0.9986
1 1
W _ 6( 3! 39:(24)) - 6< 3(1.0016) — 3(0. 9986)) — ~1.0001.
Para verificar o critério de parada, vejamos que
1.0016 1.0075 ~0.0059
XW_X® =1 09986 |- 09913 | =1 0.0073
~1.0001 ~0.9994 0.0007

Portanto, usando (3.10), temos

max (| X® — X®])  0.0073

- = 0.0073 < .
max(| X @) 1.0016 ‘
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Neste caso, o processo deve parar. A solucao aproximada do sistema, com erro relativo
inferior a 0.01, é dada por

1.0016
X = 0.9986
—1.0001
Exercicio: Resolver o sistema
—Txy +3w2 + 223 = —2
Ty + 2x9 — T3 =2
T+ Lo — 2(L’3 =0

pelo método de Gauss-Seidel, com X©) = (0.5,0.5,0.5) e uma tolerancia ¢ = 0.1.
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Capitulo 4

Ajuste de Curvas pelo Método de
Interpolacao Polinomial

4.1 Introducao

Quando se trabalha com dados experimentais ou tabelas estatisticas, ocorre a necessidade
de obter um valor intermediario que nao consta na tabela. A solugao para isto, é o uso de
métodos numéricos de ajuste de curvas.

Como as fungoes polinomiais sao faceis de serem manipuladas, pois suas derivadas e
integrais sao também polinomios e suas raizes sao faceis de serem determinadas, elas sao
as mais usadas em métodos de aproximacao de fungoes. A aproximacao polinomial é feita
usando diversos métodos numéricos, dentre os quais destacamos: Interpolagao, Método dos
Minimos Quadrados, Osculacao, Mini-Max, etc. Neste capitulo estudaremos o Método de
Interpolacao Polinomial e, no préximo capitulo, o Método dos Minimos Quadrados.

A interpolacao é uma forma de determinar uma funcao que assume valores conhecidos
em certos pontos denominados nés de interpolacao. A classe de fungoes escolhida para a
interpolagao deve ser adequada as caracteristicas que a funcao possui. Em geral, escolhemos
a funcao polinomial para a interpolacao.

Os métodos de interpolacao polinomial sao utilizados para obter aproximacoes de uma
funcao f(x), nos seguintes casos:

a) Quando nao conhecemos a forma analitica de f(z). Neste caso, conhecemos apenas o
valor de f(z) em pontos discretos xg, 1, ..., z, € desejamos determinar uma férmula
para f(z), para que se possa, por exemplo, determinar o valor de f em qualquer ponto
x dado, determinar a integral de f em um dado intervalo, etc;

b) Quando f(z) é uma fungdo complicada e dificil de ser manipulada. Neste caso, faz-se
necessario sacrificar a precisao dos resultados em funcao da simplicidade dos célculos;

¢) Quando a funcdo f(x) ndo é conhecida explicitamente.
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4.2 Polinémio de Interpolacao

Definicao 4.2.1 Chama-se Polinémio de Interpolag¢ao de uma funcio y = f(x) sobre
um conjunto de pontos distintos xq, x1, ..., T, ao polinomio de grau menor ou igual a n que
coincide com f(x) nos pontos xgy, 1, ..., Ty, isto é, € o polinomio P,(x) que satisfaz

Fu(xo) = f(x0), Palw1) = f(21), ..., Palwn) = f(2n).

Denotaremos o polinomio de interpolacao por P,(f;x) ou, simplesmente, por P,(x).
O problema geral de interpolacao por meio de polindomios baseia-se no seguinte teorema:

Teorema 4.2.1 Dados os pontos xg, T1, ..., T, (reais ou complexos) e Yo, Y1, .., Yn, €riste um
tinico polinomio P,(x), de grau menor ou igual a n, tal que

P.(xy) =y, k=0,1,...,n.
Prova: (Ver [?], pag. 288).

Exemplo 4.2.2 Determinar o polinémio de interpola¢ao para a func¢do f(x) definida pelo
conjunto de pontos da tabela abairo:

Solugao: Temos

o = —17 Ty = 0, T = 37 Yo = 15 = f((lf()), Y1 = 8 = f([)’}l) € Yo = —1= f(l’g)

O polinémio interpolador deve ter grau menor ou igual a 2 (pois n=2). Neste caso, o
polinémio terd a forma P(z) = ag + a7 + asx? e deve satisfazer a seguinte férmula:

Pg(ﬂ?k) :yk, k:0,1,2
Logo, devemos ter
ap + Ao + asTi = Yo, ao + a1xy +asri =1y e ag + a2 + ayrs = 1.

Substituindo os valores de x; e yr, k = 0,1, 2, obtemos o seguinte sistema de equacoes na
variavel ag, k =0,1,2:

ag — a1 + ao =15
agp =38
a0—|—3a1—|—9a2 = —1,
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cuja solucao é: ag =8, a; = —6 e as = 1. Logo, o polinomio interpolador possui a forma
Py(z) = 8 — 6z + 2°.

Em muitos casos, a interpolacao polinomial depara-se com sistemas lineares cuja solugao
é dificil de ser encontrada ou exige muito trabalho. Além disso, pode ocorrer erros de
arredondamento no processo de determinacao da solugao do sistema, o que pode acarretar
na obtencao de uma solucao irreal. Por isto, vamos usar outros métodos de determinacao
do polinomio interpolador. Veremos alguns desses métodos a seguir.

4.3 Formula de Lagrange

Dado um conjunto de pontos distintos xg, 1, ..., ,, consideremos os polinémios Ly(z), k=
0,1,2,...,n de grau n da forma:

(x—zo)(x—21) ... (T —2p1) (@ — Tpg1) .- (. — xp)
(v —xo) (@ — 1) . (, — 1) (T — Tp1) - (T — Tn)

Notemos que
1, se k =y,

Lk(mj)zékj:{ 0, sek#j.

Se y = f(z) é uma fungao que toma valores em zg, x1, ..., T, definimos o polindémio interpo-
lador P,(z), de grau menor ou igual a n, como sendo

Py(x) =Y flaw)Li(x). (4.1)

Segue que
P.(xg) = f(zx), £=0,1,2,...,n.

A férmula (4.1) é denominada Férmula de Lagrange do Polinémio de Interpolagao.

Exemplo 4.3.1 Usando a Formula de Lagrange, determinar o polinomio de interpolacao
para a funcao f(x) definida pelo conjunto de pontos da tabela abaizo:

x |-110/3
f(x) | 15| 8|1

Solucao: Temos
ro=—-1, x1=0, x2=3, f(zo) =15, f(z1)=8 e f(xg)=—1.
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O polinomio interpolador deve ter grau menor ou igual a 2 (pois n=2). Neste caso, o

polinémio terd a forma P(z) = ag + ajx + asx? e deve satisfazer a seguinte férmula:

x) = Zf(ack)Lk(x), k=0,1,2.

k=0

Os polinoémios Ly (x) para k = 0, 1,2 sao dados a seguir:

(@-w)le—a) _ (@-0)e-3) _a*-3

LO(I') (xo_l'l)<x0—x2) ( 1_0)(_1_3) = 1 ,

(@—a)(z—13) (r+D)(@—3) a?—22-3

Li(z) = (x1 — o) (21 — 22) - (0+1)(0—3) = 3 ,
Lo(z) = (z—z)w—m) _(a+)@—0) 2*+z

Logo,

Py(xz) = f(wo)Lo(z)+ f(z1)

x2;3x> +(8)<

= (15)(

(z2 — wo) (22 — 71)

= 22— 6x+8.

Logo, o polinomio interpolador possui a forma

B+1(B-0) 12

Li(z) + f(72)La()

=)o)

Py(z) = 2* — 62 + 8.

Observe que o polinomio interpolador encontrado através da Formula de Lagrange é o mesmo

obtido no exemplo anterior quando utilizamos a resolucao de sistema. Isto ja era esperado,

pois o polindmio interpolador é tin

ico.

Exemplo 4.3.2 Dada a tabela abaizo, use a Formula de Lagrange para determinar o po-

linomio interpolador para a funcao f(x) = we

de £(0.25).

3x

e, em sequida, determine uma aproximacao

0.2

0.3

0.4

l.€3m

0.3644

0.7379

1.3280

Solugao: Temos

20 =02, x; =03, zo=04, f(z)=0.3644,
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O polinomio interpolador deve ter grau menor ou igual a 2 (pois n=2). Neste caso, o
polinémio terd a forma P(z) = ag + ajx + asx? e deve satisfazer a seguinte férmula:

Py(x) =Y flan)Li(x), k=0,1,2.

k=0

Os polinomios Ly(x) para k = 0,1, 2 sao dados a seguir:

Lo(x) = (z—z)(x—x)  (x—03)(x—04)  2°—0.7x40.12
O = o —a) (20 —a2) (02— 03)(02—0.4) 0.02 ’

L (x—xo)(x—x2)  (2—02)(x—04)  2*—0.60+0.08
N = 2@ — @) (03-02)(0.3—04) 001

Lo(z) = (x—xo)(x—x)  (2—02)(x—03)  2*>—0.52+0.06
2y —wo) (s — 1) (04—02)(0.4—0.3) 0.02

Py(z) = f(zo)Lo(x) + f(z1)Li(x) + f(12)La(z)

20,72 +0.12
- (0.3644)<x o.g; )+(0.7379)(

= 10.83z% — 1.68x + 0.2672.

2% — 0.6x + 0.08
—0.01

r? — 0.52 + 0.06)

) -+ (1.32580) =

Logo, o polinomio interpolador possui a forma
Py(r) = 10.832% — 1.68z + 0.2672.
Uma aproximagao de f(0.25) é dada por P»(0.25). Neste caso, teremos
£(0.25) ~ P»(0.25) = 0.5241.

Usando uma méaquina de calcular, obtemos f(0.25) = (0.25)e3(2%) ~ (.5293. Neste caso,
encontramos um valor para f(0.25) com dois algarismos significativos, usando polinémio de
interpolagao.

Erro na Interpolacao

Quando aproximamos uma fungao f(z) por um polinomio de interpolagdo cometemos um
erro de truncamento. A seguir veremos um resultado que fornece uma expressao para este
erro.

Teorema 4.3.1 Seja f(x) uma fungdo continua em [a,b] e suponhamos que "V (x) exista
em cada ponto de (a,b). Sea < xy <z < ...<x, <b, entao o erro de truncamento R, (z),
que se comete na aproximacdao de f(x) por seu polinémio interpolador P,(x), satisfaz

(x —zo)(x — 21)...( — )

e 7o),

Ry(x) = f(x) = Palx) =
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onde £ € [min{x,xg, 1, ..., T, }, max{x, xg, T1, ..., x, }| depende de x. Além disso, se f(x) e
suas derivadas até ordem n+1 sao continuas em |a,b], entdo

| — x|z — 21| |2 — 24

Bl < (n+ 1)

M,

onde M,, = max |fHD(#)] € um limitante superior para f no intervalo [a,b].

Prova: (Ver [?], pags. 295,296)

4.4 Interpolacao Linear

Suponhamos que temos dois pontos distintos zp e x; e f(z) uma fungdo que toma valores
nestes pontos. Usando a Férmula de Lagrange, obtemos um polinomio interpolador P;(z)
de grau 1 que satisfaz:

T — T T — Zo

Pi(z) = f(wo)Lo(z) + f(x1) L1 (z) = f(0)

+ f(z1)

Ty — T1 951—900'

Logo, teremos

Pi(a) = (=) flan) = (=== ) fwo) =

r1 — Xy 1 — Xy

det<f(‘”1) ‘U—xl). (4.2)

T — o f(xo) T — X

A férmula (4.2) é denominada Férmula de Interpolagao Linear para os pontos zy e
e Pi(z) é o polinémio interpolador linear. Neste caso, usamos o polindémio de interpolagao
para ajustar a curva y = f(x) a uma reta y = ax + b.

Se f(x) é continua em [zg,z1] e f”(x) existe em cada ponto (xg,x;), entdao o erro de
truncamento R;(z) que se comete na aproximacao de f(x) pelo polinomio interpolador linear
¢é dado por

(x — zo)(x — 21)

By(z) = f(z) = Pi(x) = f1(€), 2o<€ <.

2!
Se tivermos ainda que f”(z) é continua em [z, 2], entdo o polinémio |(z — xo)(z — z1)|
atinge seu maximo no intervalo [zg, z1] em z = o ;— 1 ¢ este méximo & M. Assim,
podemos escrever
Ra(a)] < 51 — o) M, (43
onde M; = max |f"(t)| é um limitante superior para f no intervalo [z¢, z,].

zo<t<z1

Exemplo 4.4.1 Dada a tabela abaizo, calcular f(0.25) usando interpolacao linear e depois
encontre um limitante superior para o erro de truncamento.
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re®® | 0.3644 | 0.7379

Solugao: Temos

Usando a férmula (4.2), segue que

13-52)/09 - (3=0) 02

z—0.3

Pi(z) = (

(x 5.f'2)(0.7379) . (

£(0.25) ~ P;(0.25) = 0.5512.

)(0.3644) = 3.735x — 0.3826.

Logo,

Como f(t) = te*, segue que
flit)=e*(14+3t) e f'(t)=3e*(2+ 3t).
Um limitante superior para f no intervalo [0.2,0.3] é

_ " _ 3t _ 3(0.3) — —
My = max [f'(t)] = max [3¢%(2+3)] = 3¢**9(2+3(0.3)) = 3(2.4596)(2.9) = 21.3985.

Usando a férmula (4.3), segue que o erro de truncamento satisfaz

1 1
|Ri(x)] < g(xl — 20)*M,; = g(0.2 —0.2)%(21.3985) ~ 0.0267.
Como o erro apresenta um zero apés o ponto decimal, isso significa que o resultado encontrado
na aproximagao de f(0.25) possui um algarismo significativo correto. De fato, usando uma
maquina de calcular veremos que f(0.25) = 0.52925 e na aproximagao polinomial linear
encontramos f(0.25) = 0.5512, portanto, uma casa decimal correta na aproximagao.

4.5 Interpolacao Quadratica

Consideremos trés pontos distintos zg,x1 € o e f(z) uma fungdo que toma valores nestes
pontos. Usando a Férmula de Lagrange, obtemos um polinémio interpolador Py(z) de grau
2 que satisfaz:

(x — o) (x — 22)
(21 — o) (21 — 72)
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A férmula (4.4) é denominada Férmula de Interpolagao Quadratica para os pontos
xg,T1 € Ty e Po(x) é o polinomio interpolador quadrético. Neste caso, usamos um polinémio
de interpolacao para ajustar a curva y = f(r) a uma parébola y = ax?® + bz + c.

Se f(z) é continua em [z, x2] e f"(x) existe em cada ponto (zg, x3), entao o erro de trun-
camento Ry (z) que se comete na aproximagao de f(z) pelo polinomio interpolador quadratico
¢é dado por

(x — x0)(x — 1) (T — x2)

RQ(.I') = f(l') — PQ(;C) = 3' f”/(f), Zo S g S ZI9.
Neste caso, o erro de truncamento satisfaz
1
[R2(2)] < S (I = @ollw — 21|z — 2a]) Mo, (4.5)
onde My = max |[f”(t)| é um limitante superior para f no intervalo [z, xs].

To<t<wa

Exemplo 4.5.1 Dada a tabela abaizo, calcular f(0.25) usando interpolagio quadrdtica e
depois encontre um limitante superior para o erro de truncamento.

r |02 0.3 0.4
xe3® | 0.3644 | 0.7379 | 1.3280

Solugao: Temos
x9g=0.2, x1=03, x3=04, f(xg)=0.3644, f(z1)=0.7379 e f(x9) = 1.3280.
Como ja vimos antes, o polinomio quadratico é

Py(z) = 10.832% — 1.68x + 0.2672

£(0.25) ~ P»(0.25) = 0.5241.
Como f(t) = te®, segue que
flt) =e(143t), f'(t)=3e"2+3t) e [f"()=27e*(1+1).
Um limitante superior para f no intervalo [0.2,0.4] é

M, = max |f”(t)|= max [27¢*(1 +1t)] =273V (1 4 0.4) = 125.4998.

0.2<t<0.4 0.2<t<0.4

Usando a férmula (4.5), segue que o erro de truncamento satisfaz

1
[Ro(a)] < 5(10:25 —0.2/[0.25 — 0.3][0.25 — 0.4])(125.4998) = 0.007.

Como o erro apresenta dois zeros apds o ponto decimal, isso significa que o resultado en-
contrado na aproximacao de f(0.25) possui dois algarismos significativos corretos. De fato,
usando uma méquina de calcular veremos que f(0.25) = 0.52925 e na aproximagao polino-
mial quadratica encontramos f(0.25) = 0.5241, portanto, temos duas casas decimais corretas
na aproximagcao.
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4.6 Formula de Lagrange para Pontos Igualmente Espacados

Suponhamos que os pontos xg, 1, ..., T, sao igualmente espagados, isto é, x; 1 —x; = h,h # 0
parai=0,1,2,...,n — 1. Definindo uma nova variavel u por

r — T
= 4.6
u h ? ( )
segue que
r—z,=(u—1r)h e x, —x5=(r—s)h,
para 7 e s inteiros nao negativos.
Usando a mudanca de varidvel (4.6) na férmula de Lagrange (4.1), teremos

Py(u) = Pu(wo + uh) = Zf ) Li (u (4.7)

onde
w(u—1)(u—2)...(u—(k—1)(u—(k+1))..(u—n)

Kk —1)(k —2)(k—(k—1)(k—(k+1)..(k—n)’

para k =0,1,2,...,n. A férmula (4.7) é denominada Férmula de Lagrange para Pontos

Lk(u) =

Igualmente Espacados.

A vantagem de se utilizar a férmula (4.7) é que os polinomios Li(u) independem dos
pontos tabelados, isto é, para os pontos zg, x1, ..., Z, igualmente espacados, os Lg(u) sao
sempre oS mMesmos.

O erro é dado por

thrl
(n+1)!

R,(u) = Ry (zo + uh) =u(u —1)...(u —n) f(”+1)(§),

onde ¢ € [min{z, zg, x1, ..., T, }, max{z,xg, 1, ..., T, }]. Segue que

hn+1
onde M,, = max |f"*V(¢)| é um limitante superior para f no intervalo [z, z,].

ro<t<zp

Exemplo 4.6.1 Dada a tabela abaizo, calcular f(0.25) usando a férmula de Lagrange para
pontos espacados e depois encontre um limitante superitor para o erro de truncamento.

r |02 0.3 0.4
xe3® | 0.3644 | 0.7379 | 1.3280
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Solucao: Temos

x9g=0.2, 1 =03, x9=04, f(zg) =0.3644, f(x1)=0.7379, f(x2) =1.3280 ¢ h =0.1.

. c Tr—1Xo A
Consideremos a mudanga de varidveis u = T Segue de (4.7) que o polinomio de

interpolacao ¢é

Py(u) = Py(wo +uh) = f(z)Li(u), k= 0,1,2,

onde h=0
SO v
Li(u) = ?E?:S)) _ u2_—12u’
B0 = ey =

Assim,

Py(u) = f(xo)Lo(u) + f(x1)L1(uw) + f(22)La(u)

— (0.3644) (M) + :

(0.7379)(“2 _12“) + (1.3280)(” 2_“)

= 0.1083u” + 0.2652u + 0.3644.
Logo, o polinomio de Lagrange para pontos igualmente espacados é
Py(u) = 0.1083u” + 0.2652u + 0.3644.

Para calcular o valor de f(0.25), primeiro vamos calcular o valor de u para = 0.25. Temos

r—x9 025-02

ho 0.1 0-5.

u =
Logo,
£(0.25) =~ P5(0.5) = 0.1083(0.5) + 0.2652(0.5) + 0.3644 = 0.5241.
Como f(t) = te¥, segue que f"”(t) = 27¢%(1+t). Um limitante superior para f no intervalo

[0.2,0.4] 6

M, = max |f”(t)= max [27¢*(1 +t)] =273V (1 4 0.4) = 125.4998.
0.2<t<0.4 0.2<t<0.4

Para u = 0.5 e h = 0.1, o erro de truncamento satisfaz

(0.1)?
31

|Ry(u)| < (0.5)(0.5 — 1)(0.5 — 2)| (125.4998) ~ 0.0078.

76



4.7 Formula de Newton

Para a obtencao da férmula de Newton, precisamos da definicao de diferenca dividida de
uma funcao.

Definigao 4.7.1 Sejam xg,x1,...,x, pontos distintos num intervalo |a,b] e seja y = f(z)
uma funcao que assume valores nos xx, k = 0,1,...,n. Define-se a diferenca dividida de
ordem n da funcao f(x) sobre os pontos xg,x1,...,x, como sendo o termo flxo,x1,..., 2],
onde

flew] = f(ze) e flro, o1, .y 2n] = flivr, @3, e 2l = f[mo,:vl,...,a:n_l]’ k=0,1,..,n

Tn — Zo

Se y = f(x) é uma funcdo que toma valores em zg, 1, ..., Z,, definimos o polindmio
interpolador P,(z), de grau menor ou igual a n, como sendo

Pu(x) = flao] + (v — 20) f[wo, 21] + (v — o) (2w — 21) flzo, 21, 7]
+oo 4 (x —20)(x — 21)...(x — 2p1) fT0, X1, -, T (4.8)

A férmula (4.8) é denominada Férmula de Newton do Polinémio de Interpolagao.
O erro de truncamento é dado por

R.(x) = (v — zo)(x — x1)...(x — x,) fx0, 1, -, Tnr, X] (4.9)

Exemplo 4.7.2 Dada a tabela abaizo, calcular f(1) usando a férmula de Newton do po-
linémio de interpolacao. Depois encontre um limitante superior para o erro de truncamento.

x |-1 1013
f(x) | 15| 8 | -1

Solucao: Temos
ro=—-1, x1=0, x2=3, f(zo) =15, [f(z1)=8 e f(xg)=—1.
O polinomio de interpolacao na forma de Newton é dado por
Py(z) = flwo] + (x — xo) flzo, 1] + (x — 20)(x — z1) flwo, 21, 2],

onde,

flzo] = flwo) =15
flea] = flwo]  flwy) = flmg)  8-15

flrond = n—xg  m—x9  0+1
flr1, 22 = flxa] — flz1] _ f(zg) — flx1) _ 1_3 .
Ty — X1 Ty — T 3-0
_ f[l“l,xﬂ—f[xo,xl]__3+7_4_
flomm] = To9 — Tg T 3+1 4
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Assim,
Py(z) = (15) + (2 + 1)(=7) + (x + 1)(z — 0)(1) = 2% — 62 + 8.

Portanto,

f(1) ~ Py(1) = 3.

4.8 Foérmula de Newton-Gregory

Para a obtencao da férmula de Newton-Gregory, precisamos da definicao de diferencas or-
dindrias de uma funcao.

Definicao 4.8.1 Sejam xg, x4, ..., x, pontos distintos, igualmente espacados, num intervalo
la,b] com x;p1 —x;=h, i=0,1,2,...n—1 e sejay = f(x) uma fungdo que assume valores
em x = xp, k = 0,1,...,n. Define-se a diferenca ordindria de ordem r da funcdio f(z)
em x = xj, como sendo o termo A" f(xy), onde

Af(zy) = flog) e A'f(ag) = A" f(op+h)— A f(xr), k=0,1,...,n.

Usando o fato que os pontos xg, 1, ..., ©, sdo igualmente espagados com x;1; —x; = h, © =
0,1,2,...,n — 1, segue que f(zx +h) = f(xps1),k = 0,1,...,n. Assim, podemos escrever a
diferenca ordinaria de ordem r da func¢do f(z) na forma:

AT f(z) = A" f(zpgr) — A" f(2), k=0,1,....n. (4.10)

Outra forma de escrever a diferenga ordindria de ordem r da fungao f(x) é:

T

Af) = 3010 () flaws 0= om),

=0

() =5

Consideremos uma fungao y = f(x) no intervalo [z, x,,], com valores nos pontos xg, 1, ..., Tp,

onde

igualmente espagados. Definimos o polinémio interpolador P,(z), de grau menor ou igual a
n, em funcao da diferenca ordinaria de f, como sendo

Fale) = Jlwo) + (o = xO)AfT(xO) + (2 — @)z — wl)‘Ah];g]!EO)
+...—I—(m—xo)(x—xl)...(x—xn_l)%fj@. (4.11)

A férmula (4.11) é denominada Férmula de Newton-Gregory do Polinémio de Inter-
polacao.
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f(x) |3 [1]-1]0

Exemplo 4.8.2 Dada a tabela abaizo, determinar o polinomio de interpolacao de ordem 3
usando a formula de Newton-Gregory.

Solucao: Temos
vo=—1, 71=0, z2=1, 23=2, f(xo) =3, f(z1)=1, f(z2)=—-1 e f(z3)=0.

O polinomio de interpolacao de ordem 3, na forma de Newton-Gregory, ¢ dado por

Pa(w) = fao)+ o-a0) 2O o) o= 2L (o) 0y (- 2L
Usando a férmula (4.10), segue que

Alf(zo) = A’f(z1) = Af(z0) = f(z1) = flwg) =1 -3 = -2,

Alf (1) A°f(x) = A°f(21) = f(2) = fla1) = -1 - 1= -2,

Al f(x) A f(wz) = A%f(w2) = f(s) = f(2) =0~ (=1) =1,

A*f(wo) = Alf(z1) = Af(mo) = (=2) = (=2) =0,

Alf(x) = Alf(zg) = Alf(z) =1—(=2) =3,

A’f(xg) = A*f(x1) — A%f(zg) =3-0=3
Substituindo em Ps(x), teremos

-9 3
Psy(z) = (3) + (z + 1)T +(x+1)(z—0) 0 +(x+1)(z—0)(z —1) 0zl
Donde segue que . -
Ps(x) = §x2 — 5 +1,

que é o polinomio de interpolacao de grau 3 dado pela férmula de Newton-Gregory.

4.9 Exercicios
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Capitulo 5

Ajuste de Curvas pelo Método dos
Minimos Quadrados

5.1 Introducao

Nos métodos de interpolacao estudados no capitulo anterior, vimos como aproximar uma
funcao por um polinomio, quando esta funcao era dada apenas em alguns pontos de um
intervalo. No entanto, se desejamos obter um valor aproximado de uma fungao em algum
ponto fora do intervalo de dados (caso de extrapolagao), ou quando ja se sabe qual a funcao
que melhor ajusta os dados tabelados ou quando os valores tabelados contém erros (pois sao
resultados de algum experimento), a interpolagao nao é adequada. Neste caso, recorremos
ao Método dos Minimos Quadrados.

O método dos minimos quadrados surge quando estudamos o seguinte problema: aproxi-
mar uma fungdo y = f(z) (real e de variavel real) por uma fungao F'(z) que seja combinacao
linear de fungoes conhecidas, isto é,

f(x) = a191(2) + azga(2) + - - - + angn(2) = F(2)

de tal modo que a distancia de f(z) a F(z) seja a menor possivel. A fungao y = f(x) a ser
aproximada pode ser dada no caso discreto e no caso continuo.

No caso discreto, a funcao referente a distribuicao dos pontos nao é conhecida e é dada
por uma tabela de pontos da forma (xy,yx) onde y = f(x). O numero de pontos é finito
e a funcao de referéncia é estabelecida a partir de um modelo matematico suposto para as
relagdes existentes entre as grandezas (yr = f(zx)). A exigéncia em tal situagdo é que a
soma dos quadrados dos desvios seja minima.

No caso continuo a funcao f é conhecida e se deseja uma nova fungao que se aproxime
suficientemente da fungao f. Neste caso, o nimero de pontos ¢é infinito pois podem ser
obtidos a partir da propria funcao. Veremos os dois casos a seguir.
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5.2 Caso Discreto

Considere os dados de uma amostragem {(z1,41), (2, y ) (T, Ym) } € f(x) uma funcao
obtida a partir destes dados, isto é, y, = f(xx), k = ..., m. Procuramos uma funcao
F(z) que melhor se ajusta aos pontos (xg,yx), k = 1, 2, -+« ,m. Por exemplo, F(x) pode

ser uma reta, uma parabola, uma funcao polinomial qualquer, uma funcao exponencial, uma
funcao trigonométrica, etc.

Sejam g1(x), g2(x), -+ , gn(x) fungdes conhecidas para n < m. O método dos minimos
quadrados, no caso discreto, consiste em determinar os coeficientes aq,as,- - - , a,, de modo
que

F(z) = a191(x) + asga(x) + - - - + angn(2)

seja a fungdo que melhor se aproxime de f(z), isto é, F/(z) ~ f(x).

Como procuramos ajustar os dados (zy,yr) da amostragem a uma curva F(x) pré-
definida, a diferenga entre os valores yy = f(x)) medidos e os valores y, = F(xy) calculados
pela curva aproximada, deve ser minima. A condicao imposta para que isso acontega no
método dos minimos quadrados é que a soma dos quadrados dos desvios para cada uma das
medidas seja minima. Ou seja,

= Z[f(ffk) — F(2)]”

k=1

NE
£

B
Il
—_

deve ser minima. Logo, deve-se minimizar a funcao

Glar, s, an) = > _[f(ar) — a191(x) — azga(w) — - -+ — angn(@)].
k=1
Diferenciando a funcao G em relacao aos a;,2 = 1,2,--- ,n e igualando a zero, encontramos
(ana; + apas + ayzaz + -+ apa, = b
U101 + G203 + G303 + * + + G20y, = by
az1a1 + G320z + aszaz + -+ + aspa, = b3 (5.1)
\ An1G1 + G202 + Ap3as + -+ + Qppan = by
onde
ij = Aji = Zgl Tk gj xk i7j:172737"'7n (52>
k=1
€ m
fokgzxk i=1,2,3,--- ,n. (5.3)
k=1
Observacoes:
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1. No ajuste de curvas por interpolagao (visto no capitulo anterior) o polinémio de inter-
polacao de grau m — 1 passa por todos os m pontos dados. No ajuste de curvas pelo
método dos minimos quadrados, é possivel escolher um polinomio de qualquer grau
para se ajustar aos m pontos dados sem que, necessariamente, o polinomio passe por
esses pontos.

2. Se m é o numero de pontos da amostragem e n é o nimero de coeficientes da fungao
aproximada, entao teremos:

e Se m < n, o sistema é indeterminado;

e Se m > n, nao se pode garantir que a solucao seja tnica para todas as familias
de solugoes. No entanto, pode-se provar a unicidade para familias de fungoes
polinomiais.

5.2.1 Aproximacgao Polinomial

Veremos aqui os casos em que uma funcao f(z), dada por um conjunto de pontos xg, 1, ..., T,
(caso discreto) se ajusta melhor a uma func¢ao polinomial. Daremos exemplos onde a fungao
polinomial aproximada é uma reta e uma pardbola.

Aproximacao através de uma reta

O caso mais simples é quando tomamos n = 2, ¢;(x) = x,¢2(x) = 1,a; = a e ay = b. Neste
caso, a funcao F' é a reta y = ax + b denominada reta de regressao linear. O sistema
(5.1) torna-se

{ aj1a + apb = b

aga + azgb = b,

onde

m
ay; = E 91 in E flfk,
k=1

k=1
G12—a21—291 1) g2 () Zl‘k :Zxk;
k=1 =1 k=1
Q22 = Zgz 1) g2 (k) Z =
k=1 k=1
Zf k) g1 () Zykl‘k e Zf k) g2 (k) Zyk Z
=1 k=1

Portanto, para determinar a reta de regressao hnear y = ax + b que melhor se ajusta aos
pontos de uma amostragem {(z1,y1), (2,%2), - , (Tm, Ym)}, basta determinar a e b solugao
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do sistema

NE

( xi)a—i—(Zxk)b = (Zxkyk)
k;l k=1 kﬁl (54)
(Zxk>a+(m)b =<Zyk>,
k=1 k=1
onde m é o nimero total de pontos (xy,yx) da amostragem.
Outra forma de determinar os coeficientes a e b é usando as férmulas
> (xe — T)yk
a= ¢ =y —axz, (5.5)
> (w — 7)?
k=1

As dispersoes dos coeficientes angular a e linear b podem ser estimadas a partir da
definicao de erro padrao e sao dadas por

1 ~2
D, = S ) Db:S _+mx—7
m n _
> (ok — 7)° 2 low = 2)°
= k=1
onde
1 m
2 _ 2
S* = n_2]§_1(yk—axk—b) :

O método dos minimos quadrados pode ser aplicado desde que os valores de z; sejam
medidos sem erros e que todos os valores de y; tenham a mesma distribuigao (por exemplo,
Gaussiana), com o mesmo desvio padrao. Isso, em principio, poderia significar uma séria
limitacao para a utilizacao do método. Entretanto, na pratica, a varidvel dependente z,
geralmente pode ser adotada como um dado de referéncia cujo erro é regulado por um
instrumento de precisao e a variavel independente y como o parametro estatistico do processo

de medida.

Exemplo 5.2.1 Numa determinada fabrica, a receita total anual de suas vendas durante os
seus primeiros 4 anos de operac¢ao, sao dados na tabela abaixo.

Numero de anos em operagao 1121314

Numero de milhoes em vendas anuais | 5| 8 | 7 | 12
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a) Determine a reta de regressao linear que melhor se ajusta aos dados da tabela;
b) Use a reta de regressao linear para estimar a receita anual apds 6 anos.

Solucgao:
a) Considerando zj o numero de anos em operagao e y, o nimero de milhdes em vendas

anuais, teremos os pontos
{(1,5), (2,8), 3,7), (4,12)}
que representam os dados da amostragem. Temos m =4 e

4
Z$k:$1+$2+$3+x4:1+2+3+4:10;
k=1

4
S U=yt ety =5+8+7+12=232
k=1
4
SNal=uttadtaival=1+4+9+16 =30,
k=1
4
S g = @1y1 + w2ys + T3ys + Taya = 5+ 16 + 21 + 48 = 90.
k=1
Logo, a reta de regressao linear é dada por y = ax + b, onde (a, b) é a solugao do sistema

30a +10b = 90
10a +4b = 32.

Resolvendo o sistema anterior, encontramos a = 2 e b = 3. Portanto, a reta de regressao
linear é y = 2x + 3.
Observacgao: Poderiamos ter encontrado a e b pelas férmulas

NS

(T, — T)yx
a="——— e b=y—ar,

£
Il
—

NS

(21, — 7)?

k=1

como dadas em (5.5). Neste caso, o centro de gravidade (z,y) é tal que

1 1 5
f:ﬁ(xl—i-xg—i-xg—l—:m):1(1—1-2—1-3—!—4):5

1 1
J=—W+ptyst+y)=(6+8+7+12) =8

n
Assim,

_ (1 —Z)y1 + (22 — T)yo + (23 — Z)ys + (24 — T)Ys
(x1 =22+ (12 — )2+ (23 — 2)2 + (14 — T)?
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_(1-3)5+2-3)8+ BT+ (4—3)12
[ a R R R P T
_cBogeie® w0,
9_|_1_|_l_+_2 5
1T 31T 1Ty
¢ 5
b:y—ax:8—2<§>:3

Portanto, a reta de regressao linear é dada por y = 2z + 3 que é a mesma encontrada
anteriormente.
b) A receita apds 6 anos pode ser estimada pela reta de regressao linear y = 2z + 3. Neste
caso, teremos

ye = 2(6) + 3 = 18.

Logo a receita estimada apds 6 anos é de aproximadamente 18 milhoes em vendas.

Exemplo 5.2.2 Na tabela abaizo estao colocados os dados colhidos pelo Censo dos Estados
Unidos determinando sua populagdo (em milhoes) desde 1790 até 1840.

Ano 1790 | 1800 | 1810 | 1820 | 1830 1840
Populagao | 3.929 | 5.308 | 7.240 | 9.638 | 12.866 | 17.069

a) Determine a reta de regressao linear que melhor se ajusta aos dados obtidos;
b) Use a reta encontrada no item a) para estimar a populagdo nos anos de 1850, 1900, 1950
e 1990.

Solucao:

a) Consideremos = o nimero de anos ap6s o inicio da pesquisa e y o nimero de habitantes
(em milhoes). Neste caso, o ano 1790 representa x = 0, o ano 1800 representa = = 10, e
assim por diante. Desta forma, teremos os dados experimentais

(0,3.929), (10,5.308), (20,7.240), (30,9.638), (40,12.866), (50,17.069).

Como temos seis pontos experimentais, segue que m = 6 e

6
Zxk:x1+z2+x3+x4+x5+x6:O+1O+20+30+40+5O:150;
k=1

6
S k= yiHye+ys+yatys+yo = 3.929+5.308+7.240 +9.638 + 12.866 + 17.069 = 56.050;
k=1

6
> ap=ai+ad+ 23+ af + 22+ 23 = 0+ 100 + 400 + 900 + 1600 + 2500 = 5500;
k=1

85



6
Z TrYr = T1Y1 + T2Y2 + T3Ys + T4Ys + TsYs + TeYs
k=1

= (0)(3.929) + (10)(5.308) + (20)(7.240) + (30)(9.638) + (40)(12.866) + (50)(17.069)
= 0+ 53.08 + 144.8 + 289.14 + 514.64 + 853.45 = 1855.11

Assim, teremos o seguinte sistema

5500a + 1506 = 1855.11
150a + 6b = 56.050,

cuja solugao é a = 0,25935 e b = 2,858. Portanto, a reta de regressao linear é y = 0.25935x +
2.858.

Observagao: Outra maneira de determinar a reta de regressao linear é usando a férmula
(5.5). Neste caso, o centro de gravidade é o ponto (Z,7), onde

1
:Z':ﬁ(:z:1+:c2+x3+x4+x5+:c6)

1 150
:6<O+10+20+30+40+50):?:25

1
yZE(y1+y2+y3+y4+y5+y6)

1 56.050
= 6(3.929 + 5.308 + 7.240 4 9.638 + 12.866 + 17.069) = 5 9.342.

A reta de regressao linear é dada por y = ax + b, onde

_ (1 = Z)ph + (2 — T)y2 + (23 — T)ys + (x4 — T)ys + (25 — T)ys
(x1 =)+ (22 —T)? + (23— T)2 + (24 — )% + (x5 — T)?

(—25)(3.929) + (—15)(5.308) + (—5)(7.240) + (5)(9.638) + (15)(12.866) + (25)(17.069)
(0—25)2 4 (10 — 25)% + (20 — 25)% + (30 — 25) + (40 — 25) + (50 — 25)2
| —98.225 — 79.62 — 36.2 + 48.19 + 192.99 4 426.725 _ 453.86

= = = 0.25935
625 + 225 + 25 + 25 + 225 + 625 1750

b=7 — af = 9.342 — (0.25935)(25) = 9.342 — 6.484 = 2.858.

Logo, a reta de regressao linear é dada por y = 0.25935z + 2.858.
b) Para saber a populacao em 1850, tomemos x = 60 na reta de regressao linear. Assim,
teremos

yeo = 0.25935(60) + 2.858 = 18.419.

Em 1900, tomemos x = 110 na reta de regressao linear e teremos

Y110 = 0.25935(110) + 2.858 = 31.3865.
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Em 1950, tomemos x = 160 na reta de regressao linear e teremos
Y160 = 0.25935(160) + 2.858 = 44.354.

Observagao: Os dados encontrados através da reta de regressao linear y = 0.25935x 4 2.858
divergem bastante dos dados reais. Isso acontece porque os dados do problema se ajustam
melhor a uma funcao exponencial e ndo a uma reta. Ainda neste capitulo veremos a funcao
exponencial que melhor se aproxima dos dados da tabela dada neste exemplo.

Aproximacao através de uma parabola

Se o0s pontos de uma amostragem se ajustam a uma parabola, entao devemos tomar n =
3, gi(x) =22, go(x) =, g3(x) =1, ay = a, az = b e ag = ¢ no sistema (5.1). Neste caso,
a funcao F que melhor se aproxima dos dados do problema é a parabola y = ax? + bx + c,
onde a, b e ¢ satisfazem o sistema

ajna+ Cllzb + ajzc = bl
a210 + Clggb + ag3Cc = bg
asia + a32b +assc = b3,
onde
m
ap = E 91 Ik E xk,
k=1
m

Q12 = A21 = g 91 xkz 92 !Ekz g ifky

k=1
a1z = az1 = 291 Tr)g3(Tk) Zi%
k=1
Qg2 = 292 (k)92 (k) Z%,
k=1
Q23 = A32 = Zgz(flfk)%(xk) = Zx’k;
k=1 k=1
azz = 293(%)93(%) = Z 1L =m;
k=1 k=1
Zf k)1 () Zykﬂ%
k=1
Zf k)92 (k) Zykxk
k=1
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bs =Y flar)gs(ar) =Y u(1) = ui.

Portanto, para determinar a parabola que melhor se ajusta aos pontos de uma amostragem

{(z1,91), (x2,92), -+, (Tm, Ym) }, devemos determinar a, b e ¢ solu¢ao do sistema
, m m m m
(X at)a+ (L ad)o+ (X at)e = (X mat)
k;l k’;l k‘»?ll k?’):"bl
(Zwi)a+(2xi>b+(2xk)c :(Zyk%)
k;l k;l k=1 kn:ll
(Xat)at (Ta)o+me  =(Xu).
k=1 k=1 k=1

onde m é o nimero total de pontos (xy,yx) da amostragem.

(5.6)

Exemplo 5.2.3 Uma funcao y = f(x) é dada pela Tabela 5.1. Ajuste esta fun¢do a um

polinomio do sequndo grau.

z[-1]0 [1]2
ylo [-1]o]7

Tabela 5.1: Dados da amostragem

Solugao: A curva que melhor se ajusta aos dados da tabela é uma parabola da forma

y = ax?® 4+ bxr + ¢, onde a,b e c satisfazem o sistema (5.6). Temos m = 4 e



D ye=(0) + (=1) + (0) + (7) = 6;

k=1

Logo, a, b e ¢ satisfazem o sistema

18a + 8 + 6¢c = 28
8a+6b+2c =14
6a + 20 +4c =6,

cuja solucao é
1 8
fry 2 b fry =, = ——,
CTEVTE TS

Logo a curva que melhor se ajusta aos dados da tabela é

1 8
=22+ o — =,
YRS TR TS
Exemplo 5.2.4 Na Tabela 5.2, estao colocados os dados de uma amostragem. Determine

a curva que melhor se ajusta a esta tabela.

1 [-077-05]-03]0[02]05]0,7]1
yl21]12 104 [05 [0]03]06]12]21

Tabela 5.2: Dados da amostragem

Solucgao: Analisando o gréfico de dispersao, constatamos que a curva que melhor se ajusta
aos dados da amostragem é uma pardbola da forma y = ax?® (Ver Figura 5.1).

r'y J'
4 2 o

1 1 X

Figura 5.1: Grafico de Dispersao
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Neste caso, temos b =c=0e m = 11. O sistema (5.6) torna-se

(% at)a :(kilykxz)
<I§1$2>a = (gwm)
| (Zat)e =(Zw)

Podemos determinar o valor de a através de quaisquer uma das trés equagoes do sistema
acima. Temos

D ap = (=1 + (=0, 7"+ (=0,5)* + (=0,3)* + (0)* + (0,2)* + (0,5)* + (0, 7)* + (1)*

=1+0,4201 40,0625 + 0,0081 + 0 + 0,0016 + 0,0625 + 0,4201 + 1 = 2,9749

>y = (2,1)(=1)* + (1,2)(=0,7)* + (0,4)(=0,5)* + (0,5)(—0, 3)?

+(0)(0)* + (0,3)(0,2)* + (0,6)(0,5)* + (1,2)(0,7)* 4 (2,1)(1)?
=2,14+0,588+0,1+0,045+0+0,012+0,154 0,588 + 2,1 = 5,683.

A primeira equacao do sistema nos dara
2,9749a = 5,683 = a=1,91.
Portanto, a curva que melhor se ajusta aos pontos dados é a parabola

y=1,912%

5.2.2 Aproximacao Trigonométrica

Suponha que uma func¢do y = f(z) possua caracteristicas de periodicidade e que queremos
aproximar a funcao f por outra funcao mais simples. Neste caso, a aproximacao polinomial
nao é uma boa escolha, visto que, os polindomios nao possuem caracteristicas de periodicidade.
A opcao é usar aproximagcao trigonométrica, ja que, as fungoes trigonométricas sao fungoes
periddicas.

Consideremos uma fungao y = f(z) dada por um conjunto de pontos 1, Zs, ..., ty € que
esta funcao se ajusta melhor a uma funcao trigonométrica e os N pontos sao do tipo

2km

T = T, k= 1,2,...,N.
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Desejamos aproximar f(z) por uma funcao do tipo

Fr(z) = ap+ ay cos(z) + by sen(x) + as cos(2x) + by sen(2x) + ... + ar cos(Lx) + by, sen(Lx),
(5.7)

N
com L < 5 de tal forma que a distancia entre f e Fj seja minima. A aproximagao FJ(z)

é chamada aproximagao trigonométrica de ordem m, para f(z).
Adotando o produto escalar

(f.9) = flar)g(zr)

e usando os mesmos argumentos do caso de aproximacao polinomial, chegamos que os coe-
ficientes ag, aq, by, ...,ar, by, sao dados por

LN
ay = _Zf(xk)a
NS
5 N
a;, = NZf(xk)cos(ixk), i=1,2,...,L
k=1

N
2 ) .
b, = ~ kE_l f(zy) sen(izy), i =1,2, ..., L.

Exemplo 5.2.5 Use o método dos minimos quadrados para determinar a aproximacao tri-
gonométrica de ordem 1 para a funcdao dada pela Tabela 5.3.

s s 3 51 3 Vs
X |a4 |3 |3 |™ |F |5 |3 |27
f(x) | 126 | 159 | 191 | 178 | 183 | 179 | 176 | 149
Tabela 5.3:
Solugao: Notemos que os pontos da tabela possuem a forma x; = %TW? E=1,2,...8. A

fungao trigonométrica aproximada de ordem 1 é Fj(x) dada por

Fi(x) = ag + ay cos(x) + by sen(z),

onde
13
a0 =g > flar) = 167.625,
k=1
9 8
a =g ;f(xk) cos(xy) = —19.978,

8
by = %Zf(xk) sen(zy) = —12.425.

k=1
Logo, a aproximacao trigonométrica de ordem 1 para a funcao dada é

Fi(x) = 167.625 — 19.978 cos(x) — 12.425 sen(x).
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5.2.3 Aproximacao Exponencial
A forma geral de uma funcao exponencial é
f(z) = Cer, (5.8)

onde C)r e e >~ 2,71828182818... sao constantes. Aplicando a funcao logaritmo natural a
ambos os lados da equagao (5.8), obtém-se:

In(f(z)) =In(C) + rz.
Fazendo a substituigdo F'(z) = In(f(z)), B =In(C) e A = r, obtemos
F(z) = B+ Ax. (5.9)

Dizemos que F'(z) é a linearizagao da fungao exponencial f(x) = Ce™.

Se os dados (2, yx) de uma amostragem se ajustam a uma fungao exponencial da forma
(5.8), entdao usamos o método dos minimos quadrados para aproximar a funcao linearizada
F(z) pela fungao g(x) = a1g1(z) + asga(z). Neste caso, elabora-se uma outra tabela com os
dados (xg,In(yx)) e ajusta os novos dados a curva g(x) = a191(x) + azga(x), onde

ag=A=r a=B=In(C), g1(z) =2 e gx)=1.
Portanto, deve-se resolver o sistema

CLHA + algB = bl
(lzlA + CLQQB = bg,

onde . .
= 2 Lol =3 i
k=1 =
Qr2 = Q21 = Zgl (k) g2 (k) Zxk Zﬁk;
k=1 k=1
azm =3 gle)ga(er) = S (1)(1) = m;
k=1 k=1
ZF (wr)gr () = > In(y)ax
k=1
e

ZF l’k 92 l’k Zln yk ) = Zln(yk>-
k=1

Apés obter os valores de A e B , estes sao usados para determinar os valores de C' e r através

das substituicoes » = A e C = eB. Com isso, teremos a forma da funcio exponencial

desejada.
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Tempo (t) |02 |03 |04 |05 |06 0.7 |08
Intensidade (I) | 3.16 | 2.38 | 1.75 | 1.34 | 1.00 | 0.74 | 0.56

Tabela 5.4: Dados de uma amostragem

Exemplo 5.2.6 Observando a intensidade de uma fonte radioativa, obteve-se os dados da
Tabela 5.4. Determine a fungao que melhor se ajusta aos dados obtidos.

Solucgao: A curva que melhor se ajusta aos dados do problema é a curva
I(t) = Ce™,

onde C' > 0 e r < 0 sdo constantes a serem determinadas. As constantes C' e r podem
ser determinadas linearizando a fungao I(¢) e aplicando o método dos minimos quadrados a
funcao linearizada. Neste caso, a funcao linearizada é

F(t) = B + At,
onde F(t) =In(I(t)), B=1In(C) e A=r. Por outro lado, temos
In(3.16) = 1.15, In(2.38) = 0.87, In(1.75) = 0.56, In(1.34) = 0.29,

In(1) =0, In(0.74) = —0.3, In(0.56) = —0.58.

Uma nova tabela com os dados linearizados é dado na Tabela 5.5.

Tempo (t) [0.2 [0.3 [04 [05 [06]0.7 [0.8
In(I(t)) |1.15]0.87 0560290 |-0.3]-0.58

Tabela 5.5: Dados linearizados
Os dados (tg,In(l})) se ajustam a curva g(t) = a1¢1(t) + azgo(t), onde
ap=A=r a=B=In(C), g(t) =1t e got) =1.

Os valores de A e B sao encontrados resolvendo o sistema

{ (IHA -+ algB = bl
an A+ anB = by,

onde

a1l =

g1 (t)]* =D 17 = (0.2)* +(0.3)*+ (0.4)* + (0.5)> + (0.6)* + (0.7)* + (0.8)* = 2,03;

7 7 7
A =as =Y _gi(ti)ga(te) = te(1) = t;p =02+03+04+0.5+0.6+0.7+0.8 = 3,5;
k=1 k=1 k=1
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bl = Z F(tk)gl(tk) = Zln([k)tk
k=1

=1

= k
= (1.15)(0.2) + (0.87)(0.3) + (0.56)(0.4) + (0.29)(0.5) + (0)(0.6) + (—0.3)(0.7) + (—0.58)(0.8)
= 0.23 4 0.261 + 0.224 + 0.145 + 0 — 0.21 — 0.464 = 0.186

7 7
by =Y F(ty)ga(ty) = > In(l) = 115+ 0.87 + 0.56 + 0.29 + 0 — 0.3 — 0.58 = 1.99.
k=1

k=1

Logo, A e B satisfazem o sistema

2.03A + 358 = 0.186
35A+7B =199,

cuja solucao é A = —2.8893 e B = 1.7289. Logo, a funcao exponencial linearizada é
F(t) = —2.8893¢ + 1.7289.
Para determinar a fungio expoencial I(t) = Ce™, basta ver que
r=A=-28893 eque C =el =e'™ =5634.
Logo, a fungao que melhor se ajusta aos dados do problema é a fungao expoencial

I(t) = 5.634¢~ 2889t

5.3 Caso Continuo

Nosso objetivo nesta se¢ao é aproximar uma fungao f(z), continua num intervalo [a, b], por
uma fung¢ao polinomial ou por uma funcao trigonométrica.
O método dos minimos quadrados no caso continuo consiste no seguinte problema: Dada

f(z) uma funcdo continua para todo x num intervalo [a,b] e gi(z), g2(), - - , gn(z) fungdes
continuas em [a,b] escolhidas, determinar as contantes aj,as,--- ,a, de tal forma que a
funcao

F(z) = a191(x) + a2g2(x) + - - + angn(2)

se aproxime ao maximo da funcao f(z) no intervalo [a, b].
Neste caso, deve-se determinar as constantes aq, ao, - - - ,a, de modo que

[ @) - Pz
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seja 0 menor possivel. Logo, deve-se minimizar a fungao

b b
Glay,ag, -+ ,an) = / [f(x) — g(z)Pdx = / [f(x) — arg1 () — agga(x) — - - - — angn(x)]*de.
Diferenciando a fungao G em relacao aos a;,2 = 1,2, --- ,n e igualando a zero, encontramos
(ana; + apas + aaz + -+ aa, = b
A2101 + A0 + G233 + + -+ + Agpy, = by
az1a1 + azgaas + agzaz + -+ azna, = by (5.10)
( An101 + Ap2a2 + Qp3a3 + -+ + AppGn = by,
onde ,
a;j = aj; = / gi(z)gj(x)dx, i,j=1,2,3,---,n (5.11)
e
b
b; = / f(x)gi(x)dx, i=1,2,3,--- n. (5.12)

5.3.1 Aproximacgao Polinomial

Veremos a seguir como aproximar uma fungao f(z), continua num intervalo [a, b], por uma
funcao polinomial. Analisaremos o caso em que a funcao polinomial é uma reta ou uma uma
parabola.

Aproximacgao através de uma reta
No caso de aproximacao por uma reta, escolhemos

n=2g(x)=x go(r) =1, a1 =a e ay =0,
onde a e b devem ser determinados. O sistema (5.10) torna-se

{ a11a+a12b = bl

a1a + azb = by

(5.13)

onde

on= [l = [ =100 - o)
o =an = [ ln@o)de = [ ade =302 o)
= [pepir= [ r=-a)
= [ r@n@a= [a@a e = [ j@n@a= [ o
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Exemplo 5.3.1 Aprozimar a funcdao f(x) = x3 no intervalo [0, 1] por uma reta.

Solugao: A fun¢io g que aproxima f(z) = 2% em [0,1] é a reta y = ax +b, com a e b solugao
do sistema

b =b
{ 110 + a2 1 (5.14)
aga + axpb = by,
onde 1 1
ay; = (13 O3> = —, 12 = A9 = 5(1 02) 5, a9 — (1 - 0) 1
7
by = / f(x)gi(x 2/ 4d$_(z>
© 1
>Nt
by = de = | 2%de = (-) _—
o= [ s = [ = (5)]) =
Logo, a e b satisfazem o sistema
1 1 1
- iy
3¢ 1
1 1
Za4+b ==
2 3
ou, equivalentemente,
4a+6b =3
3a+6b =2
1
cuja solugao é @ = 1 e b = ——. Portanto, a reta que melhor aproxima a fungao f(z) = z*
0.1] ¢ 1
em =r— =
YT
Aproximacao através de uma parabola
No caso de aproximagao por uma parabola, escolhemos
n=3,g(r) =2 gp) =1z g@)=1, a1=a, aa=b e az=c,
onde a,b e ¢ devem ser determinados. O sistema (5.10) torna-se
aj1a+ appb +ajzec = by
ao1a + (Iggb + Qa93C = b2 (515)
a31a + agzb + assc = b3

onde

b b
1
o = [ oo = [ atde = S0 - )

a12 = ag = b[gl(x)gg(ac)]dx = bx3dac = 1(b4 —a?),
J IR
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i =an = [ @l = [ =10 - o)
== [ oo = [ ade = 507 o)
in= [ lp@lae = [ =30 - o)
o= [ lnalir= [ dr=0-a)
= [ wawie = [ 2,
b= [ Uit = [ s,

b= [ Uit = [ e

Exemplo 5.3.2 Aprozimar a funcao f(z) = z* — 5x por um polindmio do sequndo grau no

intervalo [—1,1].

Solugao: O polinémio do segundo grau que aproxima f(x) = x* —5 em [—1,1] é p(z)
ax® 4+ bx + ¢, com a,b e ¢ solucao do sistema

apa+ appb+aizec = by
a91a + a22b + azzsc = by
as1a -+ agzb + a33C = b3

onde
1 2
=_[1°=(=1)% ==
ail 5[ ( )] 5’

1
192 = Q91 = 4—1[14 — (—1)4] = 0,

! ! 7 L 1 5 1 5 2
by — 2(2% — 52)d :/ 6 _ 5.%)d :(x——5x—) — - 2442z
! /_lx(x v)dz _1(5" vlde =7 =57)| =7 1t7ti= %
! ! 6 3\ L 1 5 1 5 10
by — 4 _5p)de = 5 _ 522)d :(1—5”3—) _ -2 22 _
? /_1x<x z)dz /_1(3” =5 -53)|,=67376 3~ 3
! 5 2\ 1 1 5 1 5 2
- s (5] -3 -
— — (L 5T\ —2_24242_2
b3 /_l(x bz)dx (5 o)l "5 2757375



Logo, a,b e c satisfazem o seguinte sistema

2 2 2

—a+0b+-c =

5 3 7

2 10

Oa+ zb+0c = ——

2 3 2 3

3¢ +0b+2c = =

. - 6 3 e
cuja solucao é a = - = 0,8571,0 = =5 e c = 35 = —0,0857. Portanto o polindmio
procurado é
6 , 3 2
p(x) = 2% = br — 3 Ou p(z) = 0,8571z° — 5x — 0,0857.

5.3.2 Aproximacgao Trigonométrica

Consideremos uma funcdo y = f(x) periédica e integravel no intervalo [0, 27]. Desejamos
aproximar f(x), com x € [0, 27|, por uma fungao do tipo

F(x) = ag+ aj cos(z) + by sen(x) + ag cos(2z) + by sen(2x) + ... + a,, cos(mx) + by, sen(mzx),
(5.16)
de tal forma que a distancia entre f e F' seja minima.
Adotando o produto escalar

(f.9) = / " f(@)g(x)de (5.17)

e usando os mesmos argumentos do caso de aproximacao polinomial, chegamos que os coe-
ficientes aq, aq, by, ..., Gy, by, sao dados por

1 27

ay = —/ f(z)dx,
2 Jo
1 /2

ap = — f(z)cos(kx)dx, k=1,2,...,m,
T Jo
1 2w

by = — (x) sen(kx)dx, k=1,2,...,m.
T Jo

Observagoes:

1. Se a fungao dada é uma funcao par, entao

F(z) =ao+ Z ay, cos(kx).

k=1

2. Se a funcao dada é uma funcao fmpar, entao

F(zx) = Zbk sen(kx).
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3.

A aproximagao de f(z) no intervalo [0, 7] dada por (5.16), usando o produto esca-
lar (5.17), pelo método dos minimos quadrados, é também conhecida como Andlise
Harmonica. Notemos que

ay, cos(kx) + by sen(kx) = Ay sen(kx + Yx),

onde
Qg
b’

sao chamados harmonicos de ordem k. Os termos Aj e ¢, sdo denominados amplitude

Ap =V (ar)? + (0r)? e tan(yy)

e angulo de fase, respectivamente.

Exemplo 5.3.3 Use o método dos minimos quadrados para determinar a aproximacgao tri-

gonométrica de ordem 1 para a func¢ao

flz)=|z|, —7<zx<m.

Solugao: Prolongando a funcao f, vemos que esta é uma funcao periédica de periodo 2.

A fungao trigonométrica aproximada de ordem 1 é Fi(x) dada por

onde

Fi(x) = ag + ay cos(x) + by sen(z),

™

1 [ 2
aoz—/ flz)de = — xdx:Z,
2m J, 2 Jo 2

1 [om 2 [T 4
a; = —/ f(z) cos(z)dx = —/ xcos(z)dr = ——,
T Jo 0 T

™

by = %/0% f(x) sen(x)dx = 0.

Logo, a aproximagao trigonométrica de ordem 1 para a funcao dada é

Fi(z) = g — %cos(x).

5.4 Exercicios

1) Uma empresa localizada na cidade de Sao Paulo, produtora de pneumadticos, possui uma

rede distribuidora por todo o interior do estado. Na tabela 5.6 estao colocados os precos

desse produto em relagao a cada distancia do mercado consumidor até a sede da empresa.

a) Determine a reta de regressao linear;

b) A empresa tem uma filial no Rio de Janeiro, e o pre¢o de venda do pneumatico produzido

numa cidade B do Rio de Janeiro, é de R$ 160,00. Sabendo-se que a distancia entre Sao

Paulo e a cidade B ¢é de 250 km, o produto a ser vendido na cidade B deve ser produzido no
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Preco

36

48

50

70

42

58

91

69

Distancia

50

240

150

350

100

175

485

335

Tabela 5.6: Dados de uma amostragem

Rio de Janeiro ou em Sao Paulo?

2) Na tabela 5.7, x representa o ntimero de dias ap6s o aparecimento de certa doenga, e
y representa o numero de novos casos da doenca no z-ésimo dia. Ache a reta de regressao
linear para os pontos dados e use-a para estimar o nimero de novos casos da doenca no sexto

dia. Resposta: y = 5,5z + 13,7; y(6) = 47.

X

1

2

3

4

5

Y

20

24

30

35

42

Tabela 5.7: Dados de uma amostragem

3) O preco de um quadro varia com o tempo de acordo com os dados da tabela 5.8. Determine
a reta de regressao linear que melhor se ajusta aos dados do problema e use esta reta para

estimar o valor do quadro em 1990. Resposta: y = 152z + 1110, 4910.

Ano

1965

1970

1975

1980

Prego do quadro

1200

1800

2500

3500

Tabela 5.8: Dados de uma amostragem

4) Determine a reta de regressao linear para os dados de uma amostragem colocados na

tabela 5.9: Resposta: y = %:B + %.

5) Determine a pardbola y = ax?+bz+c que melhor se ajusta aos dados de uma amostragem

colocados na Tabela 5.10:
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zl1[3]5]7]9]11
y|3]5[6]5[7] 8

Tabela 5.9: Dados de uma amostragem

-21-111]2
1 1-3[1/9

Tabela 5.10: Dados de uma amostragem

6) Na tabela abaixo estao colocados os dados dos 6 tultimos recenseamentos realizados no
Brasil. Determine a funcao exponencial que melhor se ajusta aos dados da tabela e use esta
funcao para estimar a populacao brasileira em 2012 e em 2020.

Ano 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1991 | 2000
Populagao (em milhoes) | 52 70 93 119 | 149 | 170

Tabela 5.11: Populacao brasileira

7) Os dados da Tabela 5.12 representam a populacdo aproximada do mundo, desde 1850 até
2000. Determine a funcao exponencial que melhor se ajusta aos dados da tabela e use esta
funcao para estimar a populagao mundial em 2012 e em 2020.
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x (anos)

1850

1900

1950

1980

2000

y (populagao em bilhoes)

1,3

1,6

3

4,4

Tabela 5.12: Populacao mundial em bilhoes
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Capitulo 6

Integracao Numérica

6.1 Introducao

Além de existir diversas técnicas de integracdo, ainda existem integrais que nao se pode
calcular usando essas técnicas. Por exemplo, as integrais

/e”Cde /cos(asz)d:p /sen(azz)dx,

nao podem ser calculadas usando as técnicas de integracao conhecidas. Dai a necessidade de
conhecer métodos numéricos que aproximem estas integrais quando elas sao definidas num
intervalo fechado.

Neste capitulo, apresentaremos alguns métodos numéricos para estimar o valor de uma
integral definida ff f(z)dz por férmulas que usam o valor de f(x) em apenas um ndmero
finito de pontos do intervalo [a, b].

A integragdo numérica de uma fungdo y = f(x), definida num intervalo [a,b], é feita
através da integracao de um polinomio P, (x) que aproxima f em [a, b]. Por exemplo, quando
y = f(x) é dada por um conjunto de pontos (zq, f(zo)), (z1,f(x1)),..., (2, f(x,)) com
a=1xy<x<..<x,=>0, entao o polindmio a ser integrado é o polindmio de interpolacao
de f.

A vantagem de se integrar o polindbmio que aproxima f ao invés de f, é que, em muitos
casos, a funcao f nao possue primitiva e sua integracao é impossivel. Noutros casos, a
funcao f é de dificil integracao. Também ha casos em que a fungao sé é conhecida em pontos
discretos através de experimentos e, neste caso, a intregracao do polinomio aproximador é
necessario.

Veremos a seguir alguns métodos de integragao numérica.

6.2 Método dos Trapézios

Considere um intervalo [a, b] e xg, 21, ..., T,, pontos desse intervalo. Seja y = f(x) uma fungao
cujos valores f(xzo), f(x1), ..., f(x,) s@o conhecidos.
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Teorema 6.2.1 Seja f uma fun¢ao continua num intervalo fechado |a,b]. Suponhamos que
o intervalo [a,b] € dividido em N sub-intervalos de amplitudes iguais a h = > de tal forma
que a = x9 < 11 < ... < xy = b. Entao,

/abf(x)dx - /;N fla)da = g[f(xg) + Q(f(xl) V() 4ot f(g;N,l)) + f(xN)]. (6.1)

A férmula (6.1) é uma férmula de Newton-Cotes, conhecida como Regra do Trapézio
Generalizada.
No caso de N =1, a férmula (6.1) é conhecida como Regra do Trapézio e é dada por

Hf(@) + O]
[ o=

Exemplo 6.2.2 Usando a Regra do Trapézio com N = 6, determine uma aproximacao, com
3 casas decimais, para a integral definida

1.2
/ e cos(x)dx.
0

Solugao: Temos

1.2-0

f(x)=¢€e"cos(z), a=0, b=12 N=6 e h= 5

=0.2.

Usando a Regra do Trapézio com N = 6, teremos

[ e contonde = [ an) +2(56w) + 5G02) + Jas) 4 5w + o) + 5G] (62
Usando o fato que h = 0.2, temos
r0=0, =02, 29=04, z3=06, z4=08, z5=10 e x4=1.2
:
Flo) = F(0) =1, f(z) = F(0.2) = 1197, f(xs) = F£(0.4) = 1.374, F(xs) = F(0.6) = 1.503,

flzg) = f(0.8) = 1.552, f(xs) = f(1.0) =1.468 e f(zg) = f(1.2) =1.202.

Substituindo esses valores em (6.2), obtemos

1.2
0.2
/ e cos(a)dr ~ = [1 + 2(1.197 4 1.374 + 1.503 + 1552 + 1.468)) + 1.202] — 1.639.
0

1
Exemplo 6.2.3 Ache uma aproximacao para a integral f03 de usando a regra do
x

trapézio com n = 6. Fxpresse o resultado com 3 casas decimais.
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Solucao: Temos

L 0 b=3 N=Gen=""9_

1
I =155 *=0 6 2

Usando a Regra do Trapézio com N = 6, teremos

/o e = )+ 2(0) 4 26 (@) + o 26 (w) 4 Slas)) (63)

1
Usando o fato que h = 3 temos

=0 _1 =1 —§ =2 —§ =3
To =Y, 301—2, $2—,$3—2, Ty = 2, IL’5—26ZE6—
e
1 4 1 4 1 4 1
f(xo)—E7 f(%)—@’ f($2>—ﬁ, f($3)—7—37 f(374)—2—0a f(%)—@a f(l‘a)—%-

Substituindo esses valores em (6.3), obtemos

/3 L 4 1<1+8+2+8+1+8+1> 0. 1606751
r-l—4+—+—t+—F+—+—=+—) = :
. 16 + 22 A\16 76 T1r T30 TRo T3/ Y

Com 3 casas decimais, temos

51
/ dx ~ 0, 161.
o 16+ 2?2

Exemplo 6.2.4 Use a regra do Trapézio com n = 10 para obter uma aproximacao da integral

2
1

/ —dzx.
LT

Solugao: Temos f(z) = —,a = 1,b =2 e n = 10. Devemos dividir o intervalo [1,2] em 10
T

1
partes iguias onde cada parte deve ter amplitude h = 10 Neste caso teremos

_ 1L _11‘ _12. _13. _14‘ _15.
Lo = 13 xl_loa .752—10, x3_10; x4_10a .755—10,
B 16_ B 17‘ B 18' B 19. _
$6—107 377—107 138—107 559—107 T10 = 2.
Portanto,
10 10 10 10
f(xO) — 17 f(Il) - ﬁa f(xQ) - EJ f(fL’g) - E’ f<I4> - ﬁ’
10 10 10 10 10 1
flxs) = 5 flze) = TS flx7) = iTe flxs) = s f(xg) = T f(x10) = 3"
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Pela regra do trapézio, temos

2
/ édx ~ %[f(a:o) b 2f () + 2 (22) + o+ 2F () + f(wr0)] ~ 0, 6937713
1

1
Observagao: Usando o teorema fundamental do cédlculo, temos que ff —dzr = In(2). Pelo
x

exemplo anterior, segue que In(2) ~ 0,6937713.

Exemplo 6.2.5 Use a regra do Trapézio com n = 10 para obter uma aproximacao da integral

1 2
/ e® dx.
0
2

1
Solugao: Temos f(z) =e*,a=0,b=1eh = 0= 0.1. Neste caso teremos
xg=0; z1=01;, 22=0.2; 23=03; x4=04; x5=0.5

16 =0.6; xy=07 25=08 x9=0.9; x90=1.

Portanto,
flzo)=1; f(z1) =1.01005; f(zo) = 1.04081; f(x3) = 1.09417;

f(zy) = 1.17351;  f(xs) = 1.28402;  f(x) = 1.43333;  f(z7) = 1.63232;
f(xg) = 1.89648;  f(x9) = 2.24781;  f(w1) = 2.71828.

Pela regra do trapézio, temos

1
/ e dr ~ %[f(xo) + 2f (1) + 2f (2) + ... + 2f (z9) + fla10)] ~ 1.46265...
0

6.3 Meétodos de Simpsom

Considere um intervalo [a, b] e xg, x1, ..., T, pontos desse intervalo. Seja y = f(x) uma fungao
cujos valores f(xzo), f(x1), ..., f(x,) s@o conhecidos.

Teorema 6.3.1 Suponhamos que o intervalo [a,b] é dividido em 2N sub-intervalos de am-
plitudes iguais a h = b;—N“ de tal forma que a = xg < 11 < ... < xoy = b. Entao,

[ t@yn = [ pwnds = 5] an) + 41 (en) + 27() + 47(w) + 20 0)

+ooo 4+ 2f(xon—2) + 4f(xon—1) + f(xan)]. (6.4)
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A férmula (6.4) é uma férmula de Newton-Cotes, conhecida como Regra % de Simpson
Generalizada.
No caso de N =1, a férmula (6.4) é conhecida como Regra % de Simpson e ¢ dada por

b  h[f(mo) + Af (1) + f(22)]
/a f(x)dz = 3

Exemplo 6.3.2 Usando a Regra % de Stmpson com N = 3, determine uma aproximac¢ao,
com 3 casas decimais, para a integral definida

1.2
/ e” cos(x)dx.
0

Solucao: Temos

1.2-0

f(z) =€"cos(z), a=0, b=12 N=3 e h= 2)03)

=0.2.

Usando a Regra % de Simpson com N = 3, teremos

/o et cos(x)dr ~ g[f(xo) +4f(x1) 4+ 2f (o) + 4f(x3) + 2f (x4) + 4f (x5) + f(x6)|. (6.5)
Novamente, temos

Ty — 0, Ir = 02, To = 04, T3 — 06, Ty = 08, Ty — 1.0 e T — 1.2

flag) = 1.552, f(xs) =1.468 e f(xg) = 1.202.

Substituindo esses valores em (6.5), obtemos
12 0.2
/ e cos(a)dr ~ = 1+4(1.197+2(1.374)+4(1.503)+2(1.552)+4(1.468)+1.202] — 1.6484.
0

Exemplo 6.3.3 Usando a Regra % de Simpson com N =5, determine uma aprorimacado,
com 3 casas decimais, para a integral definida

Solucao: Temos
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Usando a Regra % de Simpson com N = 5, teremos

[ s B 7o) + 47 () + 27 (e2) + 47 (w3) + 2 () + 4F 25) + 2 (o)

x
+4f (wr) + 2/ (ws) + 4f (20) + flw10)]. (6.6)
Novamente, temos
_ 1 11 12 13 14 15
To = 13 xl_loa x2_107 x?)_lo; x4_10a [L‘5—10,
16 17 18 19 5
Lo = 10 Tr = 10’ Ty = 10 L9 = 10 T =
e
10 10 10 10
f(l'o) - 17 f(xl) - ﬁa f(w2> - Ev f(xd) - E? f(-’lf4) - ﬁa
10 10 10 10 10 1
flxs) = 15’ flxg) = 16’ flxr) = 17 flzg) = 18’ f(zg) = 19 f(z10) = 5

Substituindo esses valores em (6.6), obtemos

/2 idaz ~ 3—10 (o) + 4F (1) +2£(2) + 4F(w3) + .+ Af(x0) + f(a0) ) ~ 0, 603150231

Teorema 6.3.4 Suponhamos agora que o intervalo [a,b] é dividido em 3N sub-intervalos de
amplitudes iguais a h = bg_—N“ de tal forma que a = xo < 1 < ... < x3y = b. Neste caso,
temos

[ e = [ s = 2 s +3(5e + 5) + 250 +3(S0 + S2)

+.+2f(ran—s) + 3<f($3N—2) + f($3N—1)) + f(%w)} . (6.7)

A férmula (6.7) é uma férmula de Newton-Cotes, conhecida como Regra % de Simpson
Generalizada. No caso de N = 1, a férmula (6.7) é conhecida como Regra % de Simpson.

Exemplo 6.3.5 Usando a Regra g de Stmpson com N = 2, determine uma aproximac¢ao,
com 3 casas decimais, para a integral definida

1.2
/ e” cos(x)dx.
0

Solugao: Temos

1.2-0

f(z) =€cos(z), a=0, b=12 N=2 ¢ h= B0

=0.2.
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Usando a Regra % de Simpson com N = 2, teremos

/0 o cos(x)dz ~ % [f(xo)JrS( Flan)+ f(x2)> +2 f(x3)+3( Flaa)+ f(x5)) n f(xﬁ)] (6.8)
Novamente, temos

o = 0, Ty = 02, To = 04, T3 = 06, Ty = 087 Ty = 1.0 e Tg = 1.2

flzg) = 1.552, f(ws) =1.468 e f(zg) = 1.202.

Substituindo esses valores em (6.8), obtemos

1.2
3(0.2
/ e” cos(z)dx ~ % [1+3(1.197+1.374)+2(1.503)+3(1.552+1.468)+1.202] = 1.648575.
0

Observacao: Usando integracao por partes, conseguimos

1.2 T
/ e” cos(zr)dr = e—(sen(m) + cos(x)) - o~ 1.6487747.
0 2 0
Comparando esse resultado com os resultados obtidos nos exemplos anteriores, vemos que
a regra do Trapézio dé a solugao aproximada com uma casa decimal correta e as regras de
Simpson dao a solugao aproximada com trés casas decimais corretas.
Podemos usar a Regra % de Simpson e a Regra % de Simpson para calcular a solugao
aproximada de uma integral indefinida. Vejamos isto no exemplo abaixo.

Exemplo 6.3.6 Usando a Regra de Simpson, determine uma aprorimac¢ao para a integral
definida

1
/ e cos(x)dx.
0
Solucgao: Podemos usar a Regra % de Simpson no intervalo [0,0.4] e a Regra % de Simpson

no intervalo [0.4, 1] ou usar a Regra % de Simpson no intervalo [0, 0.6] e a Regra % de Simpson
no intervalo [0.6, 1]. Usando a primeira possibilidade, tem-se

[ e costart = [ tao) + 45w + @) + 5 [1602) +3(7ws) + £100) + 700

0.2 3(0.2
=== [1 4 4(1.197) + 1.374} + % [1.374 + 3(1.503 + 1.552) + 1.468} — 1.377992.
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Capitulo 7

Solucao Numérica de Equacoes
Diferenciais Ordinarias

7.1 Introducao

Neste capitulo, faremos uso das ferramentas do cédlculo numérico para resolver equagoes
diferenciais ordindrias. Apresentaremos métodos numéricos que podem ser aplicados na
resolucao de equacoes diferenciais de primeira ordem ou de ordem mais elevada e na resolucao
de sistemas de equagoes diferenciais de primeira ordem.

Lembramos que uma equacao diferencial de primeira ordem é uma equacao da forma

y = flz,y), (7.1)

onde f é uma funcao real nas variaveis x e y com y sendo a funcao incognita na variavel
independente x. No caso de y e f serem vetores, dizemos que (7.1) é um sistema de equagoes
diferenciais de primeira ordem.

Uma solucao da equagao (7.1) é uma funcao y = y(x) diferencidvel em z € [a, b] tal que
y'(z) = f(x,y(x)). A equagao (7.1) possui infinitas solugdes. Para obtermos uma solucao
particular é preciso especificar um valor da solugdo y(x) num ponto x dado, por exemplo,
y(zo) = yo. Esse valor particular da solu¢do é denominado condicdo inicial do problema. A
equagao (7.1) juntamente com uma condigao inicial gera um problema de valor inicial
(PVI). Assim, um problema de valor inicial possui a seguinte forma:

{ y/ = f(xv y) (72)

y(ro) = Yo

O teorema a seguir estabelece condi¢oes que garante a existéncia e unicidade de um PVI
na forma de (7.2).

Teorema 7.1.1 Seja f(x,y) definida e continua no conjunto

D={(z,y);a<x<b —o0<y<oo, a,b finitos}.
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Suponha que exista uma constante L > 0 tal que

|f(z,y) = flz,y") < Lly =y, Y(z,9), (z,y") € D.

Se yo € um numero dado, entao eziste unica solugao do PVI (7.2), continua e diferencidvel
para todo (x,y) € D.

Para os métodos numéricos que desenvolveremos neste capitulo, assumiremos que o PVI
(7.2) possui solugao tunica, ou seja, f sempre satisfaz as condigoes do teorema anterior.
Com o uso dos métodos numéricos, devemos encontrar solucoes aproximadas dos PVIs do
tipo (7.2), num conjunto discreto de pontos {zx, k =0,1,2,..., N}. E o que chamamos de
discretizagao. A sequéncia de pontos {zy} é definida por

ka:Z'Q—i-k‘h, k’ZO,l,Q,...,N,

h—
onde rg =a, xy =be N = ha.

O valor da funcao no ponto x; é aproximado por y e é obtido em funcao dos valores

anteriores yr_1,Yk_2,...,Y1,Yo. A partir disso, classificamos os métodos em duas classes:
Métodos de Passo Simples, aqueles em que o cédlculo de y; depende apenas de yk — 1, e
Métodos de Passo Miiltiplo ou Método de m-passos, aqueles em que o calculo de y;
depende dos m valores yr_1, Yx_2, ---, Yr—m calculados anteriores. Dizemos que o comprimento
do intervalo, h, é o tamanho do passo, os pontos x; sao os pontos da malha e N ¢é o
nimero de passos.

7.2 WMétodo de Euler

A primeira tentativa de resolucao numérica de uma equacao diferencial foi provavelmente
feita por Euler, aproximadamente em 1768. Ele usou o que se chama hoje de método da
tangente ou método de Euler. O método de Euler serve atualmente como base para o
entendimento de métodos mais elaborados. Seu uso é limitado, pois o erro acumulado a
medida que o processo se desenvolve é grande. A descricao do método é dado abaixo.

Considere o problema de valor inicial (7.2). Dados zg e yo = y(x), 0 Método de Euler
consiste em determinar uma sequéncia de aproximagoes {yx}, k = 1,2, ..., n, para as solugdes
exatas y(zg).

A primeira aproximagao y; é determinada tracando a reta tangente T; a curva y = y(z)
no ponto (xg,yo) (ver Figura 7.1). A equacao de 17 é

y(r) = yo + ¥ (o) (x — x0).

Fazendo x = 7 e lembrando que y/'(z9) = f(xo,%0), tem-se a primeira aproximagao y; =~
y(z1) dada por
y1 2= y(@1) = yo + f(2o, yo)(z1 — o).
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yag--

ybx)f--

¥{xo)=yo 1

Figura 7.1:

A segunda aproximagcao yo ¢ determinada tracando a reta tangente 75 & curva y = y(z)
no ponto (x1,y(x1)). A equagao de Ty é

y(r) = y1 + 9 (1) (2 — 21).

Fazendo x = x5 e lembrando que ¢/ (x1) = f(z1,11), tem-se a segunda aproximagcao y, ~ y(z2)
dada por

Yo = y(x2) = y1 + f(z1,y1) (w2 — 21).
Continuando o processo obtemos a formula geral do método de Euler

Ynt1 = Yn + f(xm yn)(l‘n—&-l - xn)-

Admitindo que o espacamento h entre os pontos xg, x1, ... seja uniforme, entao x, 1 —x, = h
e a formula de Euler pode ser escrita como:

Y1 =Yn + hf(@n,yn), n=012,..
O erro absoluto cometido em cada aproximacao, é dado por
en = |y(xn) = Ynl-
Exemplo 7.2.1 Considere o problema de valor inicial

{y’ =4y+1 -z,
y(0) =1

a) Use o método de Euler, com espa¢amento h = 0.1, para determinar uma aproximacao da
solugao no ponto x = 0.2.
b) Determine o erro nessa aprorimagao.

Solucao:
a) Os dados para se usar a formula de Euler sao:

flr,y) =4dy+1—2, 20=0, yo=1 e h=0.1.
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Sendo xy = x¢ + kh, a sequéncia {z;} é tal que
Ty = O, 1 = 01, To = 02, T3 = 03,

Uma aproximagao da solugdo no ponto x = 0.2 é dada por ys ~ y(z3) = y(0.2). Assim,
desejamos determinar a segunda aproximacao ¥s.
A primeira aproximagao y; ~ y(x1) = y(0.1) é dada por

y1 =1yo + hf(zo,90) =1+ (0.1)f(0,1) =1+ (0.1)(5) = 1.5.
A segunda aproximacao y, ~ y(z2) é dada por
o = 1 + hf(z1, 1) = L5+ (0.1)£(0.1,1.5) = 1.5+ (0.1)(6.9) = 2.10.

b) A equagao dada é do tipo diferencial linear de primeira ordem. A solugao desta equagao
que satisfaz a condigao inicial y(0) = 1 é a funcao

119, 3
y:y(x)zzx—i-ﬁe ~ 16

O valor exato da solugao y = y(x), no ponto x = 0.2, é
y(0.2) = 2, 5053299.

Portanto, o erro é
ey = 2,51 —2,19] =0, 32.

Um erro desta grandeza (de 12%) nao é normalmente aceitavel.

Erros no Método de Euler

H4 duas fontes fundamentais de erro na resolu¢ao numérica de um problema de valor inicial:
erro de truncamento e erro de arredondamento.

O erro de truncamento se divide em erro de truncamento global, que ¢ a diferenca
entre a solugao exata y(zy) e a solugdo aproximada y, dada por Ey = |y(x) — yk|, € 0 erro
de truncamento local, que é obtido com o uso de uma férmula aproximada quando se
avanga cada passo do processo.

O erro de arredondamento ocorre por que os calculos sao feitos em aritmética com apenas
um numero finito de digitos. Esse erro é dado por

Rk:yk_Yka

onde Y}, é o valor calculado pelo procedimento numérico dado. O valor absoluto do erro total
no célculo de y(xy) é dado por

ly(2x) — Y| < |Ex| + | Ryl
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Os erros de arredondamento tém natureza mais aleatéria do que os de truncamento, pois de-
pendem do tipo de computador utilizado, da sequéncia de execucgao dos calculos, do método
de arredondamento, etc.

Erro de truncamento para o método de Euler: Quando a formula de Euler é obtida
usando a idéia da tangente, na verdade alguns termos sao desprezados em cada passo, dando
origem ao erro de truncamento local, de forma que:

h2
er] < — M,
el < 5
onde M = maxucy (t). Se o tnico erro cometido a cada passo é o de truncamento local,

entao depois de m passos o erro acumulado, ou seja, o erro de truncamento global, no
intervalo I = [a, b] considerado é

|Ex| = y(b) = ym e |Ex| < Ch,

onde C' é uma constante. Isto mostra que, se o espacamento h no método de Euler é
dividido pela metade, pode-se esperar que o erro de truncamento global do método também
seja reduzido pela metade.

Por exemplo, considerando o problema de valor inicial

v =4y +1—u, y(0) = 1.

no intervalo [0, 1], a solu¢ao y = y(x) é dada por

119,
y(xr) = Zaz+ AT
Logo,
y' (z) = 19¢*.

O erro no primeiro passo (para h =0, 1) é dado por

19¢%4(0,1)2
SR

Isto mostra que o erro aumenta progressivamente com .

ler] <

A tabela abaixo fornece o erro de truncamento global quando o método de Euler é
empregado para resolver o problema de valor inicial

y/:x_y
2 )

1 1

no intervalo [0,3] com h =1, 5,..., ;.

A tabela fornece o erro de truncamento global para varios espacamentos e mostra que o
erro na aproximagao de y(3) é dividido pela metade quando o espacamento é dividido pela
metade.
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Y 1Y(3) = Yl
1,375 0,294390
1,533936 | 0,135454
1,604252 | 0,065138
1,637429 | 0,031961
48 | 1,653557 | 0,015833
96 | 1,661510 | 0,007880
192 | 1,665459 | 0,003931

l\DP—*ChOOB
=~ N

g|>—tg|>—tg|>—tool>—- IS e N el

7.3 Meétodo de Taylor

O método de Taylor é bem geral e fornece uma maneira de comparar os varios métodos
numéricos existentes para a solugao de um problema de valor inicial. Ele pode ser construido
de maneira a ter um alto grau de precisao. Descreveremos este método a seguir.

Seja y(x) a solugdo do problema de valor inicial

{ y/ - f(xa y) (73)

y(xo) = Yo
Considere a sequéncia de pontos {z;} com espagamentos iguais a h. A expansao de
Taylor para y(z, + h) em torno do ponto z,, é dada por
h? hN
Y(zn +h) = y(zn) + hy'(v,) + g?/”(xn) +.. T+ ﬁyN(xn) + Ry,
onde Ry ¢ o erro de truncamento local dado por

hN+1

RN - |y(N+1)(€n>7 Ty < gn < Tn+ h.

(N+1)
Truncando a expansao acima apds (N + 1) termos, podemos encontrar uma relagao exata en-

tre valores aproximados da solugao do problema (7.3). De fato, usando que ¢’ = f(zn,y(z,)),
obtemos

a4 ) = Y(0) + B (5 9(5)) + o P () o e D).

Escrevendo y(x,) ~ vy, e notando que y(z, + h) = y(x,11) = Yni1, Segue que

h? RN o
Ynt1 = Yn + hf (@, Yn) + gf’(xn,yn) + .+ ﬁf(N Y (2, yn)- (7.4)
A férmula (7.4) é conhecida como Método de Taylor de Ordem N.

Exemplo 7.3.1 Use o método de Taylor de ordem 3 para resolver o problema de valor inicial

{ y = -yttt
y(0) =2,

no intervalo [0,0.3] e espacamento h = 0.1.
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Solucao: O método de Taylor de ordem 3 é

h? h3
Yn+1 = Yn + hf(xn7 yn) + gf/(‘%m yn) + af/%xna yn) (75)

Sendo f(x,y) = —y + x + 2, segue que

0 of d
Pl =5+ 5r 2 =)+ (DY =1+ (~D(-y+a+2) =y —o -1
e
of  of'd
Fa) = G+ G = (1 (@ = L+ Dyt o+2) =yt ol

Dos dados do problema, temos
x0=0, yo=2, h=01, 21=0.1, 20=02 e z3=0.3.

A primeira aproximagao y; ~ y(z1) = y(0.1) é obtida fazendo n = 0 em (7.5). Neste caso,
teremos

h? h3
v = Yo+ hf(zo,v)+ gf’(%, Yo) + gf”(xou Yo)

= (2)+(0.1)f(0,2) + %f’(o, 2) + (Oé—l!)gf”(o, 2)
= 24 0o+ S0+ B )

= 2.0048.

A segunda aproximagao ys ~ y(x2) = y(0.2) é obtida fazendo n = 1 em (7.5). Neste caso,
teremos

h? h?
yo = +hf(z, )+ Ef’(ﬂh,yl) + yf”(iﬂljyl)

0.1)?

= (2.0048)+(O.l)f(0.1,2.0048)+<O'2—1')2f/(().1,2.0048)+(3| £"(0.1,2.0048)

= (2.0048) + (0.1)(0.0952) + (0'2—1')2(0.9048) n <Oé—1')3(—0.9048)
—  2.0186. ' '

A terceira aproximacao ys ~ y(z3) = y(0.3) é obtida fazendo n = 2 em (7.5). Neste caso,
teremos

h2 h3
ys = Yo+ hf(xe,y2) + gf’(%a Ya) + yf”(@, Y2)

02

(O.17° £7(0.1,2.0048)
2! e

= (2.0186) + (0.1)£(0.1,2.0048) + 1'(0.1,2.0048) + (Oé|
(0'21')2(0.8186) + (0'1)3(—0.8186)

= (2.0186) + (0.1)(0.1814) + 3!

= 2.0406.
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A solugao do problema de valor inicial dado é y(z) = e™* + x + 1. Assim, as solugdes
exatas nos ponto 0,0.1,0.2 e 0.3 sao dadas por:

y(0) =2, y(0.1) =2.00484, (0.2) =2.01873 ¢ (0.3) = 2.04082.

Exemplo 7.3.2 Use o método de Taylor de ordem 4 para resolver o problema de valor inicial

’ _SL’—y
y(0) =1,

no intervalo [0,0.5] e espacamento h = 0.25.

Solucgao: O método de Taylor de ordem 4 é

h2 h3 h4
Yort = Yo+ Rf (@ yn) + S0 @0y yn) + 57 F (@ yn) + 7 7 (@ ) (7.6)
Considerando y = y(x), teremos
, _l'—y " _2—3:—'—:(/ (3) _—2+$_y (4) _2_$+y
y@=— Y@)=—p— y)=—7pg— y)=—g5—

Usando o fato que ¢y = f(x,y), teremos
F@rye) = (), f@rye) =" (), (o) =y (@) e f"(ru) =y ), k=0,1.
Dos dados do problema, temos

x0=0, yo=1, h=025 2, =025 e x5 =0.5.
Para determinar y;, devemos calcular as derivadas de f no ponto (zg,yo) = (0,1). Temos
£(0,1) =4'(0) = —0,5, f(0,1) =4"(0) =0,75, f"(0,1) =y (0) = —0,375 e f(0,1) =y*(0) =0,18
Substituindo esses valores na féormula (7.7), temos

Yy = 0,8974915.

Para calcular ys, as derivadas de y devem ser calculadas no ponto (z1,y1) = (0.25, 0.8974915).

Neste caso, teremos
yo = 0,8364037.

Observacoes
1. A férmula de Taylor (7.4) para N=1 é, justamente, a formula de Euler.

2. O método de Taylor ¢ um método de 1-passo, pois no calculo da solugao aproximada
no ponto x,.1, o método requer informacao apenas sobre o tltimo ponto calculado, no
caso, sobre x,. O método de Taylor é um método explicito, pois (7.4) é uma equagao
explicita para y,.1, uma vez que os termos do lado direito dependem apenas de ,.
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3. Em alguns casos, o método de Taylor de ordem N nao pode ser usado, mas pode-se
usar o método de taylor para uma ordem mais baixa. Por exemplo, para o problema

Yy ys
y(0) =0,

o método de Taylor de ordem 3 nao se aplica, pois a derivada de segunda ordem de y
5 ist —0. De fat S S P //0_1_%
nao existe em x=0. De fato, pois y" = 3y75 e y"(0) = 3y,

Entretanto, o método de Euler pode ser aplicado neste caso.

de valor inicial

nao existe para yy = 0.

4. A partir do desenvolvendo de y(x,, + h) e y(x,, — h) em séries de Taylor em torno do
ponto z,, obtemos a férmula

Yn+2 = YUn + 2hf<n+1) ($n7 yn)7

chamada Regra do Ponto Médio que é um método explicito de 2-passos. Para o uso
deste método é necessario conhecer os valores iniciais de 3y e y;. Neste caso, o valor
de y; pode ser obtido, por exemplo, usando um método numérico de 1-passo.

5. Integrando a equacgao diferencial de primeira ordem do problema de valor inicial (7.3)
de z,, até z,, obtemos

Y(Emir) — yln) = / " b y(@))de (7.7)

Fazendo k =1 em (7.7) e aplicando a regra do trapézio, obtemos

h
ot =00 (1) + 10,

que é um método implicito de 1-passo chamado Método do Trapézio.

1
Fazendo k = 2 em (7.7) e aplicando a regra 3 de Simpson, obtemos

h
Uni2 = Yo+ 5 (f(”) (s ) + 4L (20, y) + FOD (2, yn)>,

que é um método implicito de 2-passos chamado Método de Simpson.

3
Fazendo k = 3 em (7.7) e aplicando a regra 3 de Simpson, obtemos

3h

Ynt+3 = Yn + g f(n) (:L’n, yﬂ) + 3(f(n+1)(xm yn) + f(nJrQ)(xn: yﬂ)) + f(n+3) (SL’n, yﬂ) )

3
que é um método implicito de 3-passos chamado Método 3 de Simpson.
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6. Usando a forma de Newton-Gregory para o polindémio de interpolacao da fungao f(z,y)

sobre os pontos (z,, f™(2n, ¥n)), (@ns1, FOT (@0, yn)) € (Tny2, F772 (20, yn)), obte-
mos a férmula

h

vz = Y1 + 35 (= £ @, 90) + 85D @y y) + 57 (@, pa) ).

que é um método implicito de 2-passos chamado Método de Adams-Moulton.

7. Usando a forma de Newton-Gregory para o polindémio de interpolacao da fungao f(z,y)
sobre os pontos (2, f™ (2., yn)) € (Tpi1, f™(2,,y,)), obtemos a férmula

h
Yn+2 = Ynt+1 + 5( o f(n) (l‘n, yn) + Bf(le)(x"’ yn))’

que é um método implicito de 2-passos chamado Método de Adams-Bashforth.

7.4 Meétodos de Runge-Kutta

Os métodos de Taylor de ordem N possuem a vantagem de poder minimizar o erro de
truncamento global escolhendo NV grande o bastante. Entretanto, o problema destes métodos
¢é a necessidade de calculo de derivadas de ordem mais alta, as quais podem ser complicadas.

Os métodos de Runge-Kutta, que descreveremos nesta se¢ao, sao derivados de um método
de Taylor apropriado de tal maneira que possa eliminar o célculo das derivadas fazendo varias
avaliacoes da funcao f a cada passo. Estes métodos podem ser construidos para qualquer
ordem N.

O método geral de Runge-Kutta de R estagios é definido por

Yn+1 = Yn + hgo(xn, Yn, h)7

onde
R
Qo(xaya h) - ZC'I‘kTv
r=1
kl = f(‘ra y>7

r—1 r—1
ky, — f<x+h2brs,y+h2bmks>, r=23, .. R
s=1 s=1

Os métodos de Runge-Kutta de determinada ordem sao obtidos comparando a expansao
da funcdo p(z,y, h), em poténcias de h, com a funcao ¢r(z,y, h) do método de Taylor.
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Método de Runge-Kutta de ordem 2

Existem infinitos métodos de Runge-Kutta de 2 estagios e ordem 2. Os dois mais usados sao

dados a seguir.
Método de Euler Modificado: dado pela férmula

Yn+1 = Yn T+ th, (78)

onde

h h
kl :f(‘rmyn) € kQ :f<xn+§7yn+§k1)

Método de Euler Melhorado: dado pela formula

h
Ynt+1 = Yn + §(k1 + k2)> (79)

onde

ka1 :f(xnayn) € ks :f($n+h,yn+hk1).

Exemplo 7.4.1 Use o método de Euler Modificado para calcular a solugcao aprorimada do
sequinte problema de valor inicial

{y’ = —y+ax+2
y(0) =2,

no intervalo [0,0.3] com h = 0.1.

Solucgao: Dos dados do problema, temos
fley)=-y+z+2, 20=0, yo=2 e h=0.1.

A primeira aproximagao y; ~ y(z1) = y(0.1) é obtida fazendo n = 0 no método de Euler
Modificado. Neste caso, teremos
Y1 = Yo + tha

onde
ki = f(zo,90) = f(0,2) =0

h h 0.1 0.1
ko = f(a:o + 5%+ §k1) = f(o + 52+ 7(0)) = £(0.05,2) = 0.05.

Logo, a primeira aproximacao é

y1 = 2+ (0.1)(0.05) = 2.005.

A segunda aproximagao ys ~ y(x2) = y(0.2) é obtida fazendo n = 1 no método de Euler
Modificado. Neste caso, teremos
Yo = Y1 + hk27
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onde
ki = f(z1,y1) = f(0.1,2.005) = 0.095,

e

h h 0.1 0.1
ky — f(:)sl gt 51@1) - f<0.1 2,005+ 7(0.095)) — £(0.15,2.0098) = 0.1403.

Logo, a segunda aproximacao é
y2 = 2.005 + (0.1)(0.1403) = 2.0190.

A terceira aproximagao ys ~ y(z3) = y(0.3) é obtida fazendo n = 2 no método de Euler
Modificado. Neste caso, teremos
Y3 = Y2 + tha

onde

[§]

ho ok 0.1 0.1
ky = f<332 gt 51{11) - f<0.2 + = 2.0190 + 7(0.1810)) — £(0.25,2.0281) = 0.2220.

Logo, a terceira aproximagao é
ys = 2.0190 + (0.1)(0.2220) = 2.0412.

Exemplo 7.4.2 Use o método de Fuler Melhorado para calcular a solugao aproximada do
sequinte problema de valor inicial

no intervalo [0,1] com h = 0.1.

Solucgao: Usando o método de Euler Melhorado, temos que

0.1
Yn+1 = Yn + 7(k51 + k),

onde

Como zg =0 e yp = 1, os dados obtidos estao colocados na tabela 7.1 abaixo.
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N\ ZTn | Yn k1 ks Yn+1

010 1 0 -0.1 0.995
110.1)0.995 -0.0995 -0.19701 0.9801745

21 0.2 |0.9801745 -0.1960349 -0.288171303 | 0.95596419
310.3]0.95596419 | -0.286789257 | -0.370914106 | 0.923079022
4 10.4 | 0.923079022 | -0.369231609 | 0.443077930 | 0.882463545
5| 0.5 ] 0.882463545 | -0.441231772 | -0.503004221 | 0.835251745

Tabela 7.1: Resultados via método de Runge-Kutta de ordem 2

Método de Runge-Kutta de ordem 3

Existem infinitos métodos de Runge-Kutta de 3 estagios e ordem 3. Os dois mais usados sao
dados a seguir.
Método de Heun: dado pela férmula

h
Ynt1 = Yn + Z(lﬁ + 3ks), (7.10)

onde

h 2h 2h

h
kl:f(xmyn)? k2:f<$n+§7yn+§k1) € k3:f<$n+?,yn+?k2)

Método de Nystrom: dado pela férmula

h 3
Ynt1 = Yn + — | k1 + = (ko + k‘g)}, (7.11)

4 2
onde

2h 2h 2h 2h

kl:f(‘rmyn)? k2:f<xn+?7yn+?kl) € k3=f<xn+§,yn+?k2)

Exemplo 7.4.3 Use o método de Heun para calcular a solu¢ao aproximada do sequinte

{y’ = —y+az+2
y(0) =2,

no intervalo [0,0.3] com h = 0.1.

problema de valor inicial

Solucgao: Dos dados do problema, temos
flay)=—y+2+2, 20=0, yp=2 e h=0.1

A primeira aproximagao y; =~ y(x1) = y(0.1) é obtida fazendo n = 0 no método de Heun.
Neste caso, teremos

h
Y1 = Yo + Z(kl + 3k3),
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onde
k1 = f(wo,30) = £(0,2) =0,

h h
ky = f(:co + 5%+ —kl) = £(0.0333,2) = 0.0333.
3 3
‘ 2h 2h
ks = f(:z:o + o+ ?@) = £(0.0667,2.0022) = 0.0645.

Logo, a primeira aproximacao é

0.1
y1 =2+ —(0+3(0.0645)) = 2.0048.

De modo analogo, encontramos ¥, e ys.

Método de Runge-Kutta de ordem 4

O método de Runge-Kutta de ordem 4 se constitui num dos métodos classicos e mais usados
na pratica. Ele é em geral uma boa escolha, pois é bastante preciso, estavel e facil de
programar.

Existem infinitos métodos de Runge-Kutta de 4 estagios e ordem 4. Um desses métodos
¢é dado pela férmula:

h
Ynt1 = Yn + 5 (lﬁ + 2(ko + k3) + k4>7 (7.12)

onde

h h h h
kl = f(xm yn)7 k2 - f(xn+§7 yn+§k1>a k3 = f<xn+§7yn+§k2> € k4 = f(xn+h7 yn+hl{?3)

Outro método de Runge-Kutta de ordem 4 é dado pela férmula:

h
it =y + 3 (k1 + 30k + k) + k). (7.13)

onde

h h 2h h
klzf(mn7yn)7 k2:f(xn+§7yn+§kl)a k3:f(wn+§7yn_§k1+hk2> €

k4 = f(ZEn + h, Yn + hkl - hkg + ]’Lk’g)

Exemplo 7.4.4 Use o método de Runge-Kutta de ordem 4 dado pela formula (7.12) para
calcular a solucao aprorimada do sequinte problema de valor inicial

{y’ = —y+a+2
y(0) =2,

no intervalo [0,0.3] com h = 0.1.
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Solucao: Dos dados do problema, temos
fl@xy)=—y+x+2, 20=0, yo=2 e h=0.1

A primeira aproximagao y; =~ y(x1) = y(0.1) é obtida fazendo n = 0 em (7.12). Neste caso,

teremos L
Y1 ="Yo + g(lﬁ + 2(ko + k3) +k:4),

onde

ki = f(xo,40) = f(0,2) =0,

ky = f(Io + ﬁ,yo + Elﬂ) = f(0.05,2) = 0.05,
2 2
h h
ks = f<$o + 5 Yo + 51{:2) = £(0.05,2.0025) = 0.0475

e

ks = f(zo+ h,yo + hks) = £(0.1,2.0048) = 0.0952.

Logo, a primeira aproximacao ¢
0.1
n =2+ 5 (0 +2(0.05 + 0.0475) + 0.0952> = 2.00484.

A segunda aproximacao ys ~ y(x2) = y(0.2) é obtida fazendo n = 1 em (7.12). Neste caso,

teremos b
Yo =11 + E(kl +2(]€2 +/€3) +/€4),
onde
h
ko = f(:m +out §k:1 = f(0.15,2.0096) = 0.1404,
h h
ks = f(:m + 5.0+ —k:2> = £(0.15,2.0119) = 0.1381
2 2
e

Logo, a segunda aproximagao é

0.1
v = 2.00484 + —= (0.0952 +2(0.1404 + 0.1381) + 0.1813) = 2.01873.

A terceira aproximacao y; ~ y(z3) = y(0.3) é obtida fazendo n = 2 em (7.12). Neste caso,
teremos

h
y3:y2+6(k1+2(k2+k3)+k4),

onde
k1 = f(z2,9y2) = f(0.2,2.01873) = 0.1813,
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h h
ko = f(x2 Tttt 51@1) = £(0.25,2.0278) = 0.2222,

h h
ks = f<$2 + 5ot Tt §k2) = £(0.25,2.0298) = 0.2202

ky = f(zgy + h,ys + hks) = £(0.3,2.0408) = 0.2592.

Logo, a terceira aproximagao é
0.1
ys = 2.01873 + 5 (0.1813 + 2(0.2222 4 0.2202) + 0.2592) = 2.04082.

Exemplo 7.4.5 Use o método de Runge-Kutta de ordem 4 dado pela formula (7.12) para
calcular a solucao aprorimada do sequinte problema de valor inicial

no intervalo [0,1] com h = 0.1.

y
y(0)

{

/

=1

Y

Solugao: Usando o método de Runge-Kutta de ordem 4 dado pela férmula (7.12), temos

onde

0.1
Ynt1l = Yn + ?(/@1 + 2ko + 2k3 + ky),

kl = —TplYn,

ks = —(z, + 0.05)(yn + 0.05k2) e

ko = _(In + OO5)(yn + 005/{21),
ky = — (2, + 0.1) (g + 0.1k3).

Como zg =0 e yp = 1, os dados obtidos estao colocados na tabela 7.2.

0N Tn | Yn k1 ko ks kg Yn+1

00 1 0 -0.05 -0.049875 -0.09950125 | 0.995012479
110.11]0.995012479 | -0.099501248 | -0.148505613 | -0.14813808 | -0.196039734 | 0.980198673
21 0.2 0.980198673 | -0.196039735 | -0.24259917 | -0.242017199 | -0.286799087 | 0.955997481
31 0.3 | 0.955997481 | -0.286799244 | -0.329580132 | -0.328831466 | -0.369245734 | 0.923116345
4104 | 0923116345 | -0.36924654 | -0.407094308 | -0.406242733 | 0.441246036 | 0.882496901
5 | 0.5 ] 0.882496901 | -0.44124845 | -0.473223896 | -0.472359224 | -0.501156587 | 0.83527021

Tabela 7.2: Resultados via método de Runge-Kutta de ordem 4
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7.5 Sistemas de Equacoes Diferenciais
Consideremos o seguinte sistema de n equagoes de primeira ordem

yll :fl(x7y17y27"'7yn)

/
- x? ) AR n
Yo . f2( Y1, Y2 Y ) (7'14>

/

Y = fn<$7yl7y27 7yn)

O sistema (7.14) pode ser escrito na forma
Y' = F(z,Y), (7.15)

onde Y, Y’ e F' sao vetores com componentes y;, y: e f;, i = 1,2, ..., n, respectivamente.
Para que o sistema (7.15) tenha unica solucao, consideremos uma condicao inicial sobre
Y. Esta condicao serda dada por
Y (z) = Yo, (7.16)

onde x¢ é um numero dado e Yy é um vetor.

Os métodos numéricos, utilizados na resolucao de problemas de valor inicial, podem ser
usados na resolugao do problema de valor inicial dado por (7.15) e (7.16) e, consequentemente,
na resolucao do sistema (7.14) com uma condigao inicial dada.

Por simplicidade, e sem perda de generalidade, consideraremos aqui, apenas sistemas
contendo duas equacoes diferenciais de primeira ordem. Neste caso, procuramos determinar
a solugao do sistema

y/ = f(l', Y, Z)
2 =g(r,y,2) (7.17)
y(xo) =1wo, 2(x0) =2, =€ ][a,b].

Método de Euler

O método de Euler para a solugao do sistema (7.17) é facil de formular. O intervalo [a, b]
b—a

¢ dividido em M subintervalos de tamanho h = *#, onde x,41 = x, + h. Neste caso, as

férmulas recursivas sao dadas por

Yn+1 = ( Yn+1 ) — ( Yn +hf<l’mymzn) ) , n=0,1,.... M — 1. (718)
Zn—f—l Zn + hg(l‘naynazn>

Exemplo 7.5.1 Use o método de Euler para resolver o sequinte sistema:

/ _
y _Z7
/

z =y+e,
y(0) =1, =2(0)=0,

no intervalo [0,0.2] com espagamento h = 0.1.
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Solugao: Como h = 0.1, temos

.Z'():O, I1:0]. e JIQIOQ

R O N A W TGO ()
0 20 0 z(xo) 2(0) )
Fazendo f(x,y,z) = z e g(x,y, 2) = y + €* na férmula de Euler, teremos

h
Y= ( Yn+1 ) — ( Yn + N2n )’ n=0,1. (7.19)

Zna1 Zn + h(yn + ™)

A condicao inicial é

A primeira aproximagao Y7 é obtida fazendo n = 0 em (7.19). Neste caso, teremos
Y:(y1>:( Yo + hzo ):< 1+ (0.1)(0) ):( 1 )
! 7 20+ h(yo + ™) (0) 4 (0.1)(1 + €°) 02 )°

() ()= () - Caw )

A segunda aproximagao Y é obtida fazendo n = 1 em (7.19). Neste caso, teremos
-Y-2 pumm = pu— O 1 pu— .
29 21+ h(yp + ™) (0.2) + (0.1)(1 + ") 0.4105

Logo,
n= ()= ()= (1) - (182).

As solugoes aproximadas para n = 0, 1, 2 sao, respectivamente, dadas por

Logo,

(0,1,0), (0.1,1,0.2) e (0.2,1.02,0.4105).

Métodos de Runge-Kutta

Para se ter um nivel razoavel de precisao, na solu¢do aproximada do sistema (7.17), podemos
usar o método de Runge-Kutta de ordem 4, por exemplo, o método de Euler Melhorado, que
¢é dado por

YUn+1 Yn + ﬁ(kl + k2> )
Vi1 = = 2 . n=0,1,..,M—1, 7.20
+l ( Zn+1 ) ( Zn + %(dl + dg) " ( )

onde,
ki = f(Tn,Yn, 2n), ko2 = f(xn + hyyn + hk1, 2, + hky),

dl = g(xmynvzn)v d2 = g(ajn + hayn + hdlazn + hdl)
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Exemplo 7.5.2 Use o método de Euler Melhorado para resolver o sequinte sistema:

/

Y =z,
z =y+e,
y(0) =1, =2(0)=0,

no intervalo [0,0.2] com espacamento h = 0.1.

Solugao: Como h = 0.1, temos

zo=0, z1=0.1 e 2o =0.2.

vio (v N _ (1 vlo)\ _ (O
0 20 0 z(xo) 2(0) )
Fazendo f(x,y,2) =z e g(z,y,2) = y + €® na féormula de Euler Melhorado, teremos

Yn+1 Yn + h(kl + k2) )
Y, = _ 2 , 7.21
! ( Znt1 ) ( 2y + 2(dy + dy) (7.21)

A condicao inicial é

onde
ky = zn, ko= 2, + hky, dy =y, +e™ e dy = (y + hdy) + e

A primeira aproximagao Y; é obtida fazendo n = 0 em (7.21). Neste caso, teremos
v — (yl ) _ (yo+%(k1+k2) )
1 — - h )
21 20 -+ §(d1 + dg)
onde,

ki = 2 =0,

ky = 2+ hky =0+ (0.1)(0) =0,

dy = yo+e®=1+¢e" =2,

dy = (yo+ hdy) + et =14 (0.1)(2) + 0! = 2.3052.

Substituindo, teremos

1= ()= (00 )~ (k)= () - (20)

A segunda aproximacao Y é obtida fazendo n = 1 em (7.21). Neste caso, teremos
(2)-(124 )
Z9 21 -+ %(dl + dQ) ’
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onde,

ki = 2z =0.2153,

ky = 2z +hk; =0.2153 4 (0.1)(0.2153) = 0.2368,

di = y+et =1+e"" =21052,

dy = (y1+hdy)+e™ =1+(0.1)(2.1052) + >0 = 2.4319.

Substituindo, teremos

v (m)_ 1+ %1(0.2153 + 0.2368) 10226\ ylz) \ [ 9(0.2)
s ) 02153+ %42.1052 +2.4319) )\ 04422 )\ 2(x0) )\ 2(0.2)

As solugoes aproximadas para n = 0, 1, 2 sao, respectivamente, dadas por

(0,1,0), (0.1,1,0.2153) e (0.2,1.0226,0.4422).

7.6 Problemas de Valor Inicial
7.7 Equacoes Parabdlicas
7.8 Equacoes Elipticas

7.9 Exercicios

1) Considere que o decaimento radioativo de uma substancia segue a equacao diferencial

Q'(t) = —0,0525Q(t).

Se 50 mg desta substancia estiverem presentes numa amostra no dia de hoje, determine
quanto existird daqui a 2 anos. Considere h = 1 e 0, 5. Discuta os resultados.
2) Assuma que a curva P(t) para uma determinada populagao obedege a equacao diferencial

P =aP — bP2

Seja t o tempo em anos e h = 10 o passo. Os valores a = 0,02 e b = 0,00004 produzem
um modelo para a populacao. Considerando que no ano de 1990 a populacao era de 76,1
milhoes, obtenha, usando o método de Taylor de segunda ordem, uma estimativa para esta
populagao no ano de 2010.

2) Um exemplo de um sistema de equagoes diferenciais nao lineares é o modelo presa-
predador. Seja x(t) a populacdo de coelhos no tempo t e y(t) a de raposas. O modelo
presa-predador exige que z(t) e y(t) satisfacam as equagoes

2’ = Ax — Buy, y' = Cxy — Dy.
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Para fins de simulacao numérica, pode-se considerar os coeficientes:
A=2 B=0,02 C=0,0002 D=0,8.

Use 0 método de Runge-Kutta para resolver a equagao diferencial no intervalo [0, 5] em cada
caso abaixo:

a) Inicialmente, existem 3000 coelhos e 120 raposas.

b) Inicialmente, existem 5000 coelhos e 100 raposas.

2) Use o método de Euler ou o método de Euler Melhorado para resolver o seguinte sis-

tema:
/

Yy =y+2z

2! = 3y + 2z,

y(0) =6, z(0)=4,
no intervalo [0, 1] com espagamento h = 0.5. Depois compare os resultados calculando o
valor exato da solucao sabendo-se que a solucao do sistema é

y(x) = 4e* 427", z(x) = 6e* — 277,
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Capitulo 8

Aplicacoes Computacionais em
Ambiente Matlab

8.1 Introducao ao Matlab

Matlab é um "software”interativo de alta performance voltado para o calculo numérico. O
Matlab integra analise numérica, calculo com matrizes, processamento de sinais e construcao
de graficos em ambiente facil de usar onde problemas e solugoes sao expressos somente como
eles sao escritos matematicamente, ao contrario da programagao tradicional.

O Matlab ¢ um sistema interativo cujo elemento bésico de informagao é uma matriz
que nao requer dimensionamento. Esse sistema permite a resolucao de muitos problemas
numéricos em apenas uma fracao do tempo que se gastaria para escrever um programa
semelhante em linguagem Fortran, Basic ou C. Além disso, as solugoes dos problemas sao
expressas no Matlab quase exatamente como elas sao escritas matematicamente.

Carregando o Matlab

No Gerenciador de Programas do Microsoft Windows deve-se abrir o grupo de programas do
Matlab for Windows, que contém o icone do aplicativo Matlab. Um duplo clique no icone
Matlab carrega o aplicativo.

Quando o Matlab é carregado, duas janelas sdo exibidas: a Janela de Comando (Com-
mand Windows) e Janela Grafica (Graphic Windows). A Janela de Comando é ativada
quando se inicializa o Matlab, e o ”prompt”padrao (>>) é exibido na tela.

A partir desse ponto, o Matlab espera as instrucoes do usuario.
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Alguns Comandos

Para entrar com uma matriz pequena, coloca-se colchetes em volta dos dados e separa as
linhas por ponto e virgula. Por exemplo

>>A=[12 3;456;7389
Quando se pressiona a tecla enter, o Matlab responde com
A=
123
456
789

Para inverter esta matriz usa-se o comando
>> B =inv(A)

e o Matlab responde com o resultado.
Para resolver o sistema
r+2y =1
{ 20—y =2
basta usar o comando:
>> [z,y] = solve('lr +2xy=1"/2%xx —y=2)
No matlab aparecera:
>> [z,y] = solve('lz +2xy=1"/2%x2x —y=2)

Para determinar o desenvolvimento em série de Taylor para a func¢ao f(z) = cos(x) com
8 termos, usamos os seguintes comandos:
>> syms x
>> taylor(cos(x),8)
No matlab aparecera:
>>syms
>> taylor(cos(x), 8)

ans=
—x"6/720 + 2"4/24 — 2"2/2 + 1
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8.2 Resolucoes de problemas usando o Matlab

Counsidere o sistema:

5500a 4 1506 = 1855,11
150a + 6b = 56, 050.

A solucao encontrada com o Matlab é a = 0,2593 e b = 2,858. Veja na Figura 8.1 como é
feito o procedimento para encontrar essa solucao usando o Matlab.

TIE| & ™29 ™| @ rf =) | @ | Curent Folder:| C:\Program Files\MATLAB\R2011a || D
Shortcuts 2] How to Add [2] What's New
and Win Workspace w0 ox
>> B=[5500 150; 150 6] @ o | 83 B | | LD Select datatoplot ~
Name: Value Mif [
i
Ha [5500,150;150,6] 6
o = i ey
150 3 [0.2593;2.8580] ¥
> B=[1855.11; 56.05]
1.0e+003 *
G — o
1.8551
0.0560 Command History “0ax
clear all o
22 LaviRAR B-%-- 15/04/2012 17:13 —%
A=[5500 150;150 6]
LA B=[1855,11 56,05]
0.2593
2.8580
J >
B-s-—- 17:1
A=[5500 150; 150 6]
B=[1855.11; 56.05] &
X=inv (A) *B =
4\ Start OVR

Figura 8.1: Resolucao de Sistema com o Matlab

Considere o seguinte sistemas:

4a4+6b =3
3a+ 60 = 2.
. , 1 . .
A solugao encontrada com o Matlab é a =1 e b = —0,1667 = ——. Veja na Figura 8.2 como

¢é feito o procedimento para encontrar essa solugao usando o Matlab.

Considere o seguinte sistema:

3 3
2a+2c =2
. , 6 3
A solucao encontrada com o Matlab é a = 0,8571 = ?,b = —-5ec=—0,0857 = ~35
Veja na Figura 8.3 como ¢ feito o procedimento no Matlab.

Raizes de Polinémios
No matlab podemos calcular raizes de polinomios. Por exemplo, para determinar as

raizes do polinomio
p(z) =2° —52° +9r — 5
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File Edit Debug Parallel Diskiop Window Help

ST E| % mB Y ¢ @ 2| @ | curentFolder| CiProgram File\MATLAB\R20112 ~E @

: Shortcuts ] Howto Add [2] What's New

Workspace

>> A=[4 6; 3 6]

>> X=inv (&) *B

-0 x
|
ol B B || DD seectdatstoplot -
Name = Value e
A [46:36] 3
Hs B2l 3
HH x [1;-01667] -0
« W D
Command Histsry Gl

i-X=inv @) *B

x = ¥ [2/50 2/3; 0 2/3 0; 2/3 0
~B=[2/7 -10/3 2/5]
o B=[2/%: -10/3: 2/5]
-0.1667 e &
r-X=inwv (&) *B
3 -8f7
f{ >> ~~3/35
B-%-- 15/Ut/ZU1Z le:48 --%
~h=[4 & 3 6]
B=[3:2] =
~-¥=inv (&) *B -
4 . 13
OVR
Figura 8.2: Resolugao de Sistema com o Matlab
T E 4B 9 o &l 5| @ | CurentFolder C:\Program Files\MATLAB\R20112 - [ @
: Shortcuts (2] Howto Add (2] What's New
2 m w02 x
H
E >> B=[2/5 0 2/3; © 2/3 0; 2/3 0 2] o
E A=
E
£
S 0.4000 0 0.6667
[ 0 0.6667 0
0.6667 L] 2.0000
5> B=[2/7; ~10/3; 2/51
Bz
0.2857
~H.3333
0.4000
>> X=inv(A)*3
X =
0.8571
-5.0000
-0.0857
5 o> |
4 Start OVR

Figura 8.3: Resolugao de Sistema com o Matlab
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fazemos no matlab:
p= [17 —5,9, _5];
r = roots(p),
ou fazemos direto:
r = roots([1,—5,9, —5]).
No matlab aparecera as raizes
1, 241 2—1.

O processo inverso também pode ser feito no matlab, ou seja, se tivermos as raizes de um
polinémio, podemos determinar esse polinomio. Por exemplo, sabendo-se que —1,2 e 1 sao
as raizes de um polinomio, entao podemos determinar esse polinomio fazendo o seguinte
procedimento no matlab:

a = poly([—1,2,1]).

Neste caso, o matlab nos dara os niimeros 1, —2, —1 e 2 que representam os coeficientes
do polinomio
p(r) = 2° —22° — 2 + 2.

Derivada
Para derivar a fungao f(z) = 2® — 222 + 3z — 1, fazemos no matlab:

dif f(a® =2+ 2* +3%2 —1).

O matlab nos dara a resposta
3xx? —4xx+3.

Para derivar a fungao f(z) = 2" em relagao a z, fazemos

dif f(z").
Para derivar a fungao f(z) = 2™ em relagao a n, fazemos
dif f(Cz™," n’).
Integral
Graficos

Para plotar o grafico de uma funcao f que depende da varidvel x, devemos criar dois
vetores de mesma dimensao x e f, onde x corresponde aos valores do eixo x e f os valores da
fungao nestes pontos. O gréfico é gerado pelo comando plot(z,f). Por exemplo, para plotar
o grafico da funcao f(x) = cos(x) no intervalo [—7, 7]] devemos proceder da seguinte forma:
>>x = —pi: 0.01: pi;
>> f = cos(x);
>> plot(z, f)

O passo 0.01 determina a quantidade de pontos que o comando plot usa para gerar o grafico.
Quanto mais pontos mais perfeito serd o grafico.
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O comando mais basico para plotar um gréafico em 2 dimensoes é:

plot(z,y)

onde x e y sao vetores que contém as coordenadas dos pontos do grafico. Para acrescentar
titulo, legendas, unidades e linhas de grade, colocamos os seguintes comandos:

Title - adiciona um titulo ao grafico;

Xlabel - inclui uma descri¢cao na dire¢ao do eixo x;

Ylabel - inclui uma descrigao na direcao do eixo y;

Grid - adiciona linhas de grade ao grafico;

Whitebg - muda a cor de fundo do grafico para branco.

Por exemplo, se os pontos (0,50), (1,53), (2,49), (3,62), (4,71), (5,69), (6,76), (7,85),
(8,90), (9,88), (10,91), representam a temperatura em graus Celsius de um determinado
objeto medida em 10 segundos, entao podemos plotar esses pontos num grafico da seguinte
forma:
x=10,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10];

y = [50,53,49,62, 71,69, 76, 85,90, 88, 91];
plot(z,y), ...
title(’Gréfico Temperatura versus tempo’),...
xlabel("tempo(s)’)....
ylabel("temperatura(graus celsius)’),...
grid
whitebg.
No matlab aparecera o Gréfico da figura 8.4.
Se quizermos um grafico com estilos, usamos o comando:

plot(x,y, opgoes de estilos’)

onde opgoes de estilos é um argumento adicional que serve para especificar a cor, o estilo
de linha e o estilo da marcacao dos pontos e devem ser colocados nessa ordem. Na tabela
abaixo estao colocados algumas opcoes de estilo.

Cores Estilo de linhas Estilo de pontos
y yellow |- continuo + sinal de mais
m magenta | - - tracejado o circulo

c cyan .. pontilhado *asterisco

r red -.  traco ponto | X marcagao com X

g green none sem linha | . marcacao de ponto
W white square quadrado
K  black diamond losango

B blue A circunflexo
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Por exemplo, para plotar os pontos (1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,6), escolhendo a cor verde
o estilo de linha continuo e o estilo de pontos como losangos, escrevemos no matlab:
x=[1,2,3,4,5;
y=1[2,3,4,5,6];
plot(x,y, g — diamond')
ou diretamente:
plot([1,2,3,4,5],[2,3,4,5,6], g — diamond").
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8.3 Algoritmos no Matlab

Para usarmos algoritmos no matlab é preciso conhecer um pouco sobre controle de fluxo. O
controle de fluxo é um recurso que permite que resultados anteriores influenciem operacoes
futuras. No matlab aparece as estruturas de loops for, loops while e if-else-end. A forma
geral do loop for é
for x=vetor
comandos...
end
O loop for executa um grupo de comandos um numero fixo de vezes. Ao contrario, o
loop while executa um grupo de comandos quantas vezes forem necessarias para que uma
condigao seja negada. Sua forma geral é
while expressao
comandos...
end
O grupo de comandos entre while e end sao executados até que a expressao assuma um valor
falso.

A estrutura if-else-end permite que grupos de comandos sejam executados por um teste
relacional. A forma geral é
if expressao
comandos 1...
else
comandos 2...
end
Se a expressao for verdadeira é executado o grupo de comandos 1, caso contrario é executado
o grupo de comandos 2.

Exemplo de um Algoritmo

Um exemplo de algoritmo é dado para calcular raizes de fungoes quadraticas da forma
y = az® + bx + c¢. Podemos criar um algoritmo da forma:

%Programa para encontrar as raizes de uma equacao do quadratica
clear all
cle

disp(’Célculo Numérico - 2013.1")
disp(’Célculo de Raizes de Equagoes do Segundo Grau’)
disp("Paulo Pamplona’)

disp('Dados de Entrada:’)
a = input ("Entre com o valor de a:’);
b = input ("Entre com o valor de b:’);
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¢ = input ("Entre com o valor de c¢:’);

delta = b?-4*a*c;

if delta<0

disp("A equagao nao possui raizes reais’)
else

if delta==0

x=(-b)/(2*a);

disp('Raiz’), disp(x)

else

if delta>0

x1 = (-b+sqrt(delta))/(2*a);

x2 = (-b-sqrt(delta))/(2*a);
disp('Raizes’), disp(x1), disp(x2)
end

end

end

Algoritmos para os Métodos Numéricos Estudados no Capitulo 2

A seguir veremos alguns algoritmos usados no Matlab para resolucao de problemas de
métodos numéricos.

Algoritmo para o método da Bissecao

O algoritmo da Bissegao usado no Matlab para determinar a solucao da equagao f(x) =
2% — 5 é descrito a seguir:

%Programa para encontrar uma raiz utilizando o método da Bissegao
clear all
cle

disp("Método da Bissegao’)
disp(’Célculo Numérico - 2013.17)
disp(’Paulo Pamplona’)

disp('Dados de Entrada:’)

a = input ('Entre com o valor de a:’);

b = input ("Entre com o valor de b:’);

tol = input ("Entre com o valor da tolerancia:’);

itermax = input ("Entre com o nimero maximo de iteragoes:’);
iter = 1;
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erro = 1;

while erro>tol && iter<=itermax

r=(a+0b)/2;
fa=a%—-05;
fb=b—5
fr=a%-5;

erro = abs((b-a)/b);

if fa*fb>0

disp("A raiz nao pertence ao intervalo’)
iter = itermax + 1;
else

if fa*fx<O0;

a = a;

b = x;

else

a = X;

b = b;

end

iter = iter + 1;
end

end

if fa*fh<=0
disp(’Raiz’), disp(x)
disp(’Numero de Iteragdes’), disp(iter)
end
Algoritmo para o método de Iteragao Linear ou Ponto Fixo
O algoritmo para o método de Iteracao Linear ou Ponto Fixo usado no Matlab para
determinar a raiz a fungao f(x) = e® — 4x é descrito a seguir:

%Programa para encontrar uma raiz utilizando o método do Ponto Fixo
clear all clc

disp("Método do Ponto Fixo’)

disp(’Célculo Numérico - 2013.1)

disp("Paulo Pamplona’)

disp(’Dados de Entrada:’)
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x0 = input ("Entre com o valor de uma estimativa inicial:’);
tol = input ("Entre com o valor da tolerancia:’);

itermax = input ("Entre com o nimero maximo de iteragoes:’);
iter = 1;

erro = 1;

while erro>tol && iter<=itermax

gz = (exp(x0))/4;

erro = abs(gx-x0);

if erro>tol

x0=gx;

end

iter = iter + 1;

end

disp(’Raiz’), disp(gx)

disp("Numero de Iteragoes’), disp(iter)

end
Algoritmo para o método de Newton
O algoritmo para o método de Newton usado no Matlab para determinar a raiz a fungao

f(z) = 4cos(x) — e” é descrito a seguir:

%Programa para encontrar uma raiz utilizando o método de Newton
clear all clc

disp(’Método de Newton’)
disp(’Célculo Numérico - 2013.1")
disp('Paulo Pamplona’)

disp('Dados de Entrada:’)

x0 = input ("Entre com o valor de uma estimativa inicial:’);
tol = input ("Entre com o valor da tolerancia:’);

itermax = input ('Entre com o nimero méximo de iteragoes:’);
iter = 0;

erro = 1;

while erro>tol && iter<itermax
f20 = 4 % cos(z0) — exp(z0);
df 0 = —4 x sin(x0) — exp(x0);
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x =20 — (fz0/dfz0);

fr =4xcos(x) — exp(x);

erro = abs((x-x0)/x);

if erro>tol

x0=x;

end

iter = iter + 1;

end

disp('Raiz’), disp(x)

disp("Numero de Iteragoes’), disp(iter)

Algoritmo para o método das Secantes
O algoritmo para o método das Secantes usado no Matlab para determinar a raiz a fungao
f(x) =5e* — \/x é descrito a seguir:

%Programa para encontrar uma raiz utilizando o método das Secantes
clear all clc

disp("Método das Secantes’)
disp(’Célculo Numérico - 2013.17)
disp(’Paulo Pamplona’)

disp('Dados de Entrada:’)

x0 = input ("Entre com o valor de x0:’);

x1 = input (’Entre com o valor de x1:7);

tol = input ("Entre com o valor da tolerancia:’);

itermax = input ("Entre com o nimero méximo de iteragoes:’);
iter = 1;

erro = 1;

while erro>tol && iter<=itermax

fz0 = 5% exp(—x0) — sqrt(z0);

fxl =5xexp(—xl) — sqri(zl);

22 = (20 * frl — 2l * fz0)/(fzl — fx0);
erro = abs((x2-x1)/x2);

if erro > tol

z0 = x1;
rl = x2;
end
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iter = iter + 1;
end
disp(’raiz’),disp(x2)
disp('ntimero de iteragoes’),disp(iter)
Algoritmo para o método da Falsa Posicao
O algoritmo para o método da Falsa Posi¢ao usado no Matlab para determinar a raiz a
fungao f(x) = x — cos(x) é descrito a seguir:

%Programa para encontrar uma raiz utilizando o método da Falsa Posigao
clear all
cle

disp('Método da Falsa Posigao’)
disp("Célculo Numérico - 2013.1)
disp('Paulo Pamplona’)

disp('Dados de Entrada:’)

a = input ('Entre com o valor de a:’);

b = input ("Entre com o valor de b:’);

tol = input ("Entre com o valor da tolerancia:’);

itermax = input ('Entre com o nimero méximo de iteragoes:’);
iter = 1;

erro = 1;

while erro>tol && iter<=itermax
fa =a— cos(a);

fb=b—cos(b);

x=(ax fb—bx fa)/(fb— fa);
fr =x — cos(x);

erro = abs((b-a)/b);

if fa*fx<O0;

a = a;

b = x;

else

a = x;

b = b;

end

iter = iter + 1;

end

disp(’'Raiz’), disp(x)
disp(’Numero de Iteragdes’), disp(iter)
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Algoritmo para o método de Gauss-Jacobi
O algoritmo para o método de Gauss-Jacobi usado no Matlab para determinar a solugao
aproximada do sistema de equagoes lineares

101‘1 + 2$2 + 3 =7
r1 + 5x9 + 3
21’1 + 3562 + 10233 =6

I
|
o0

¢é descrito a seguir:

%Programa para encontrar uma solugao aproximada de um sistema de equagoes lineares
usando o método de Gauss-Jacobi.

clear all

cle

disp("Método de Gauss-Jacobi’)
disp(’Célculo Numérico - 2013.17)
disp("Paulo Pamplona’)

Y%Entrando com os valores iniciais de x0;

disp('Dados de Entrada:’)

x10 = input ("Entre com o valor de x10:’);

x20 = input ("Entre com o valor de x20:");

x30 = input (’Entre com o valor de x30:);

tol = input ("Entre com o valor da tolerancia:’);

itermax = input ('Entre com o nimero méximo de iteragoes:’);
iter = 1;

erro = 1;

while erro>tol && iter<=itermax

xlf = (7 — 2% 220 — 230)/10;

22f = (=8 — x10 — x30) /5;

x3f = (6 —2*x10 — 3% 220)/10;

erro = max(|abs(zl f—x10); abs(x2 f —x20); abs(x3 f—x30)]) /max([abs(z1f); abs(x2f); abs(x3 f)]);
if erro > tol

x10 = x1f;
220 = 22 f;
230 = 23 f;
end

iter = iter + 1;
end
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disp(’Solucao’),disp([x1f;x2f;x3f])
disp("Numero de Iteragoes’),disp(iter)

Algoritmo para o método de Gauss-Seidel

O algoritmo para o método de Gauss-Seidel usado no Matlab para determinar a solugao
aproximada do sistema de equagcoes lineares

91 — 229 + 323 + 224 = 54.5
211 4+ 819 — 213 + 314 = —14
—3x1 4+ 229 + 11ws — 42y = 12.5
—2r1 + 325+ 223+ 100y, = —21

¢é descrito a seguir:

%Programa para encontrar uma solugao aproximada de um sistema de equagoes lineares
usando o método de Gauss-Seidel.

clear all

cle

disp(’'Método de Gauss-Seidel’)
disp(’Calculo Numérico - 2013.1")
disp("Paulo Pamplona’)

%Entrando com os valores iniciais de x0;
disp(’Dados de Entrada:’)

x10 = input (’Entre com o valor de x10:);
x20 = input

7)_
(’Entre com o valor de x20:’);

x30 = input ("Entre com o valor de x30:’);

x40 = input ("Entre com o valor de x40:’);

tol = input ("Entre com o valor da tolerancia:’);

itermax = input ("Entre com o nimero maximo de iteragoes:’);

iter = 1;

erro = 1;

while erro>tol && iter<=itermax

w1f = (54.5 + 2% 220 — 3% 230 — 2 % 240) /9;

22f = (=14 — 2% x1f + 2% 230 — 3 % 240)/8;

x3f = (12.5+3xz1f — 2% 22f + 4 % 240)/11;

xdf =(=21+2*zxlf —3*x22f —2xx23f)/10;

erro = max([abs(zlf — x10); abs(x2f — 220); abs(x3f — x30); abs(x4d f — x40)]);
if erro > tol

x10 = z1f;

220 = 22f;
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230 = z3f;

x40 = z4f;
end

iter = iter + 1;
end

disp(’Solucao’),disp([x1f;x2f;x3f;x4f])
disp("Numero de Iteragoes’),disp(iter)
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8.4 O uso do Matlab na resolucao de modelos ma-

tematicos

EM
COHSTRUGAD
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